4	Logicã ºi demonstrarea 	teoremelor

Unul dintre primele ºi cele mai importante modele de reprezentare a cunoºtinþelor în inteligenþa artificialã este logica simbolicã. Logica simbolicã a fost dezvoltatã de logicieni ca o metodã formalã de raþionament, în principal în matematicã, cel mai rãspândit model logic fiind logica cu predicate de ordinul I. Logica simbolicã a fost adoptatã în inteligenþã artificialã datoritã sintaxei ºi semanticii ei bine precizate. Toate celelalte modele de reprezentare a cunoºtinþelor pot fi exprimate într-un subset al logicii cu predicate permitând astfel stabilirea semanticii precise a modelului.

Enunþul “Toþi studenþii de la calculatoare ºtiu sã programeze” poate fi exprimat în logica cu predicate de ordinul I astfel:

((x) (StudentLaCalculatoare(x) ( Programeazã(x))

Se observã cã în formula de mai sus se folosesc variabile (x), cuantificatori ((), conectori logici (() ºi predicate (funcþii de mai multe argumente cu valoarea adevãrat sau fals).

4.1	Logica cu predicate de ordinul I

În continuare, se definesc obiectele ce formeazã universul logicii cu predicate de ordinul I. 

4.1.1	Entitãþile de bazã ale logicii cu predicate

O formulã corectã în logica cu predicate de ordinul I se construieºte pe baza termenilor, predicatelor ºi a legãrii predicatelor prin conectori logici, variabilele din formulã fiind cuantificate prin cuantificatori logici.

Definiþie. Fie D un domeniu de valori. Un termen se defineºte astfel:

O constantã (notatã a, b, ...) este un termen cu valoare fixã aparþinând domeniului D.

O variabilã (x, y, ...) este un termen ce poate primi valori diferite din domeniul D.

Dacã f este o funcþie de n argumente (f: Dn ( D) ºi t1, ..., tn sunt termeni, atunci f (t1, ..., tn) este termen.

Toþi termenii sunt generaþi prin aplicarea regulilor   1
-
3.

Definiþie. Se numeºte predicat de aritate n o funcþie P de n argumente cu valori adevãrat sau fals, P: Dn ( {a,f}. Un predicat de aritate 0 este o propoziþie, numitã ºi predicat constant.

Definiþie. Dacã P este un predicat de aritate n si t1, ..., tn sunt termeni, atunci P(t1, ..., tn ) se numeºte atom sau formula atomicã. Nici o altã expresie nu poate fi atom.

Definiþie. Se numeºte literal un atom sau un atom negat.

Definiþie. O formulã bine formatã în logica cu predicate de ordinul I se defineºte astfel:

Un atom este o formulã bine formatã.

Dacã P este o formulã bine formatã atunci ~P, ((x)P(x), ((x)P(x) (cu seminificaþia non P, existã x astfel încât P(x), respectiv oricare x P(x)) sunt formule bine formate.

Dacã P ºi Q sunt formule bine formate atunci: P(Q, P(Q, P(Q, P(Q (cu semnificaþia P ºi Q, P sau Q, P implicã Q ºi respectiv P implicã Q ºi Q implicã P) sunt formule bine formate.

Orice formulã bine formatã este generatã prin aplicarea de un numãr finit de ori a regulilor 1
-
3.

Definiþiile de mai sus stabilesc sintaxa logicii cu predicate de ordinul I. Semantica unei formule în logica cu predicate se stabileºte pe baza domeniului de interpretare al formulei. Domeniul de interpretare este mulþimea tuturor obiectelor din care se selecteazã constantele, valorile posibile pentru variabile ºi care stabileºte domeniile de definiþie ºi de valori ale funcþiilor din formulã. Odatã stabilit domeniul de interpretare, se poate specifica interpretarea unei formule, deci se poate afla valoarea ei de adevãr în acea interpretare.

Definiþie. Interpretarea unei formule F în logica cu predicate de ordinul I constã în fixarea unui domeniu de valori nevid D ºi a unei atribuiri de valori pentru fiecare constantã, funcþie ºi predicat ce apar în F astfel:

Fiecãrei constante I se asociazã un element din D

Fiecãrei funcþii f, de aritate n, i se asociazã o corespondenþã Dn (D, unde Dn = {(x1, ..., xn) | (x1( D, ... , xn ( D}

Fiecãrui predicat de aritate n i se asociazã o corespondenþã P: Dn ( {a, f}

Pe baza unei interpretãri fixate se pot afla valorile de adevãr ale atomilor unei formule ºi valoarea de adevãr a formulei aplicând regulile de combinare al
e valorilor de adevãr 
stabilite de tablourile de adevãr asociate conectorilor logici ºi þinând cont de semnificaþia cuantificatorilor “pentru orice element din domeniul de interpretare”, deci (, ºi “existã un element din domeniul de interpretare”, deci (.

O formulã care este adevãratã în cel puþin o interpretare se numeºte formulã realizabilã sau consistentã. O formulã adevãratã în orice interpretare este o formulã validã sau tautologie iar o formulã care este falsã pentru orice interpretare posibilã este o formulã inconsistentã sau contradictorie. Aceste noþiuni se extind ºi pentru o mulþime de formule, considerând adevãrul simultan al formulelor din mulþime pentru interpretãrile lor.

Odatã stabilite sintaxa ºi semantica logicii cu predicate de ordinul I, aceasta poate fi utilizatã pentru a reprezenta cunoºtinþe. Fie urmãtoarele patru enunþuri, dintre care primele trei sunt axiome ºi cel de-al patrulea este teorema de demonstrat, sau concluzia.

(1)	Oricine poate citi este literat.

(2)	Delfinii nu sunt literaþi.

(3)	Anumiþi delfini sunt inteligenþi.

(4)	Existã inteligenþi care nu pot citi.

Exprimând cele patru propoziþii în logica cu predicate de ordinul I se obþine:

(A1)	((x) (Citeºte(x) ( Literat(x)) 

(A2)	((x) (Delfin(x) ( ~Literat(x)) 

(A3)	((x) (Delfin(x) ( Inteligent(x)) 

(T)	((x) (Inteligent(x) ( ~Citeste(x)) 

unde cu Citeºte(x) s-a notat aserþiunea “x poate citi”, cu Delfin(x) “x este delfin”, cu Literat(x) “x este literat” ºi cu Inteligent(x) “x este inteligent”. Domeniul de interpretare al acestor formule este considerat implicit mulþimea tuturor fiinþelor. Prin combinarea axiomelor ºi aplicarea a diferite reguli de inferenþã, teorema de mai sus poate fi dedusã din cele trei axiome. Pentru procesul de demonstrare automatã a teoremelor este necesarã însã o regulã de inferenþã unicã care sã fie sistematic aplicatã. Aceasta este inferenþa rezolutivã. Vom ilustra mecanismul de deducere a unei teoreme dintr-o mulþime de axiome pe baza unui exemplu. 

4.1.2	Un exemplu de demostrare a teoremelor

Se considerã urmãtoarea problemã de transport.

Dacã oraºul x este legat de oraºul y prin drumul z ºi pot circula biciclete pe drumul z, atunci se poate merge de la x la y.

Dacã oraºul x este legat de oraºul y prin drumul z, atunci oraºul y este legat de oraºul x prin drumul z.

Dacã se poate merge de la x la y ºi de la y la z atunci se poate merge de la x la z.

Oraºul a este legat de oraºul b prin drumul d1.

Oraºul b este legat de oraºul c prin drumul d2.

Oraºul a este legat de oraºul c prin drumul d3.

Pot circula biciclete pe d1.

Pot circula biciclete pe d2.

Se cere sã se demonstreze cã se poate merge de la oraºul a la orasul c.

Exprimarea în logica cu predicate a problemei date conduce la urmatoarea mulþime de formule, dintre care primele opt sunt axiomele problemei, ultima fiind concluzia de demonstrat.

(A1)	((x) ((y) ((z) (Legat (x, y, z) ( Bic (z) ( Merg (x, y))

(A2)	((x) ((y) ((z) (Legat (x, y, z) ( Legat (y, x, z))

(A3)	((x) ((y) ((z) (Merg (x, y) ( Merg (y, z) ( Merg (x, z)) 

(A4)	Legat (a, b, d1) 

(A5)	Legat (b, c, d2) 

(A6)	Legat(a, c, d3) 

(A7)	Bic(d1)

(A8)	Bic(d2)

(C)	Merg(a, c) 

Pentru ca principiul rezoluþiei sã poatã fi utilizat, axiomele ºi teorema negatã trebuie transformate în forma clauzalã. O clauzã este o disjuncþie de literali. Se transformã fiecare formulã în formã normalã conjunctivã, se eliminã cuantificatorii universali ºi existenþiali ºi, în cele din urmã se eliminã conectorii ( (ºi), pãstrându-se numai clauzele. Pentru formulele anterioare se obþine urmãtoarea mulþime de clauze:

(C1)	~Legat(x,y,z) ( ~Bic(z) ( Merg (x, y) 

(C2)	~Legat(x,y,z) ( Legat (y, x, z) 

(C3)	~Merg(x,y) ( ~Merg(y, z) ( Merg (x, z) 

(C4)	Legat (a, b, d1) 

(C5)	Legat (b, c, d2)

(C6)	Legat(a, c, d3)

(C7)	Bic(d1)

(C8)	Bic(d2)

(C9)	~Merg (a, c) 

Demonstraþia teoremei prin rezoluþie este prezentatã în figura 4.1. Se observã cã pasul de bazã constã în alegerea a douã clauze C1 ºi C2. Clauza C1 conþine predicatul P(...) iar clauza C2 conþine predicatul ~P(...). Mai mult, argumentele celor douã predicate pot fi fãcute identice, substituind variabilele ce apar în termeni cu constante, alte variabile sau funcþii. Unificarea este discutatã pe larg în secþiunea urmãtoare. În figura 4.1, o substituþie este reprezentatã printr-o pereche termen/variabilã, ceea ce înseamnã cã variabila se înlocuieºte cu termenul respectiv. Dacã condiþiile sunt îndeplinite, se spune cã cele douã clauze rezolvã ºi perechea de predicate dispare din clauza rezolvent. Formula nou obþinutã se adaugã mulþimii de clauze ce pot rezolva. Teorema este demonstratã dacã se obþine clauza vidã, ca în exemplul dat. La fiecare pas al algoritmului existã mai multe perechi de clauze care pot rezolva. Este rolul strategiei de control sã aleagã perechea de clauze asupra cãreia se aplicã rezoluþia.
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Figura 4.1. Demonstrarea teoremei Merg(a,c) prin respingere rezolutivã

Din pãcate, metoda demonstrãrii teoremelor în logica cu predicate de ordinul I este semidecidabilã. Aceasta înseamnã cã, dacã concluzia este adevãratã vom obþine clauza vidã într-un numãr finit de paºi. În caz contrar, putem ajunge în situaþia în care nu mai existã nici o pereche de clauze care rezolvã, caz în care concluzia nu este o teoremã, dar este posibil sã se intre într-o buclã infinitã. Deci este nevoie sã se defineascã numãrul maxim de iteraþii ale algoritmului. Dupã ce s-au executat aceste iteraþii, concluzia este adevãratã, falsã, sau nu se poate afirma nimic despre ea.

În continuare, prezentãm în detaliu fiecare etapã a demonstrãrii teoremelor folosind principiul rezoluþiei, însoþitã de implementãrile LISP. 

4.2	Unificarea expresiilor

Unificarea expresiilor presupune atribuirea de valori variabilelor a douã sau mai multe expresii (termeni, predicate, mulþimi de predicate) astfel încât acestea sã devinã identice. Desigur nu orice expresii pot fi unificate. Unificarea expresiilor nu foloseºte numai pentru deducerea rezolvenþilor în metoda rezoluþiei, printre alte utilizãri fiind ºi inferenþa tipurilor la compilarea sau interpretarea programelor. 

4.2.1	Criterii de unificare

Definiþie. O substituþie este o mulþime finitã, posibil vidã, de perechi de forma ti / vi, i = 1 ... n, unde vi este un termen variabil (variabilã) iar vi este un termen, cu urmãtoarele restrictii:

O variabilã apare într-o singurã pereche a substituþiei (vi ( vj, (i,j = 1,...n).

Nici una dintre variabile nu apare în termenii substituþiei (vi nu apare în tj, (i,j = 1,...n).

O substituþie se noteazã prin ( = {t1 / v1, t2 / v2, ..., tn / vn}, n ( 1.

Definiþie. Expresia E1 este o instanþã a expresiei E2 dacã existã o substituþie �SYMBOL 97 \f "Symbol"� astfel încât E1 = E2(.

Definiþie. O expresie E este o instanþã comunã a douã expresii E1 ºi E2 dacã  existã  substituþiile ( ºi ( astfel încât E = E1(= E2(

Definiþie. Se numeºte unificator al unei mulþimi de expresii {E1, E2, ...,En}, o substituþie ( care face ca expresiile sã devinã identice, adicã E1( = E2( =  ...= En(. Mulþimea {E1, E2, ...,En} se numeºte mulþime de expresii unificabilã, dacã existã un unificator pentru aceastã mulþime. Se mai spune cã mulþimea de expresii unificã.

Definiþie. Un unificator ( al unei mulþimi de expresii {E1, E2, ...,En} este cel mai general unificator (notat cu mgu de la “most general unifier”) dacã ºi numai dacã pentru orice alt unificator ( al mulþimii existã o substituþie ( astfel încât Ei( = Ei((, (i = 1,...n. Altfel spus, orice unificator ( al mulþimii {E1, E2, ...,En} este o instanþã a lui (.

De exemplu, expresia E = P(f(a,b(a,w),b,g(u,c))) este o instanþã comunã a expresiilor E1 = P(f(x,b(x,y),z,g(u,v))) ºi E2 = P(f(a,b(x1,w),b,v1)). Substituþiile care realizeazã aceasta fiind (1 = {a / x, w / y, b / z, c / v} ºi (2 = {a / x1, g(u,c) / v1}.

De asemenea, un unificator al literalilor L1 = P(x,b,f(y)) ºi L2 = P(a, u, f(z)) este ( = {a / x, b / u, c / y, c / z}, iar cel mai general unificator al mulþimii {L1, L2} este ( = {a / x, b / u, z / y}.

În continuare se considerã cazurile ce pot apare la unificarea a doi literali, L1=P1(t11,t12,...,t1n) ºi L2=P2(t21,t22,...,t2m). Aceºtia unificã dacã au acelaºi simbol predicativ, acelaºi numãr de argumente ºi cele douã expresii formate cu argumentele fiecãrui predicat unificã. Sunt posibile urmãtoarele cazuri:

doi termeni constanþi identici unificã întotdeauna cu mgu = 
(
.

doi termeni, unul variabil v ºi unul constant c, unificã întotdeauna cu  mgu = {c / v}.

doi termeni variabili identici unificã întotdeauna cu mgu = 
(
.

doi termeni variabili diferiþi v ºi v', unificã întotdeauna cu mgu = {v / v'}.

doi termeni, unul variabil v ºi unul funcþional f(t1, ..., tn) unificã dacã v nu se aflã printre termenii t1, ..., tn ºi nici printre subtermenii acestora la orice nivel, rezultând mgu = { f(t1, ..., tn) / v}.

doi termeni funcþionali având acelaºi simbol funcþional f ºi aceeaºi aritate n, unificã dacã toþi subtermenii lor de acelaºi rang unificã, rezultând mgu = mgu1 ( ... ( mgun, unde mgui este unificatorul subtermenilor de rang i al celor doi termeni funcþionali.

Þinând cont de prima restricþie din definiþia substituþiei, precauþii suplimentare trebuie luate în cazurile 2, 4 ºi 5, în sensul cã, dacã termenul variabil v apare deja în substituþie (existã o pereche t / v), unificarea trebuie fãcutã între termenul pereche t al termenului variabil v ºi respectiv termenul constant c, termenul variabil v' sau termenul funcþional f(t1, ..., tn). Orice altã combinaþie, în afarã celor 6 enumerate mai sus, duce la eºecul unificãrii termenilor.

4.2.2	Implementarea unificãrii

În continuare este prezentatã o soluþie posibilã de implementare în limbajul Lisp a algoritmului de unificare a termenilor. În cadrul programului termenii constanþi vor fi reprezentaþi prin atomi Lisp, iar termenii funcþionali vor fi reprezentaþi prin liste în care primul element va fi numele funcþiei, reprezentat printr-un atom Lisp, restul elementelor fiind la rândul lor termeni. Reprezentarea internã a termenilor variabili se face printr-o listã conþinând douã elemente (*VAR* <nume-variabilã>) în care <nume-variabilã> este, de asemenea, un atom Lisp. Reprezentarea externã a termenilor variabili va fi  ?<nume-variabilã>. Pentru aceasta se va defini macrocaracterul ?, astfel încât acesta sã transforme reprezentarea externã termenilor variabili în reprezentarea lor internã. Substituþiile vor fi reprezentate prin liste de perechi cu punct (variabilã.valoare), structura variabilei fiind cea descrisã mai sus. O astfel de lista de perechi cu punct este de fapt o lista de asociatie (a-list):

 ((nume1.val1)...(numei.vali)...(numen.valn)))



Funcþia apare-in-p testeazã daca o variabilã apare în cadrul unui termen luând în considerare ºi substituþiile gãsite pentru variabilele conþinute în respectivul termen, substituþii memorate în mgu.

Funcþia unifica este apelatã de utilizator ºi primeste ca parametrii cei doi termeni pentru care se încearcã unificarea (TA ºi TB) ºi, eventual, cel mai general unificator (mgu). Acesta din urma este un argument opþional, deoarece nu este prezent la apelul funcþiei de pe nivelul cel mai înalt, dar este transmis tuturor apelurilor recursive care trebuie sã cunoascã porþiunea din cel mai general unificator construitã pânã la momentul respectiv. Funcþia întoarce douã valori: una logicã care aratã dacã cei doi termeni unificã (t) sau nu (nil) iar cealaltã este lista de asociaþie ce reprezintã cel mai general unificator al celor doi termeni (dacã aceºtia unificã).  Primele doua ramuri ale formei speciale cond trateazã situaþia în care unul dintre termeni este o variabilã, apelându-se funcþia unifica-variabila pentru cei doi termeni ºi cel mai general unificator parþial. Rãmân cazurile când nici unul din termeni nu este variabil. Dacã TA  este constant (ramura a treia), trebuie ca TB sã fie ºi el termen constant pentru ca expresiile sã unifice. Pe ramura a patra, TB este termen constant, iar TA este termen funcþional (altfel cazul ar fi fost tratat pe o ramura superioarã), unificarea neffind posibilã. Ultimul caz este caând ambii termeni sunt funcþionali (funcþie sau predicat). Pentru a unifica trebuie sã aibã acelaºi functor, aceeaºi aritate ºi cele doua mulþimi de argumente sã unifice. Se încearcã unificarea termenilor corespondenþi, pe rând, fiecare pereche adãugând eventual substituþii celui mai general unificator parþial. Dacã una dintre aceste unificãri intoarce valoarea fals (nil), atunci unificarea termenilor funcþionali eºueazã.

Funcþia unifica-variabila realizeazã unificarea unei variabile cu un termen, semnatica fiind similarã cu funcþia anterioarã. Dacã variabila are deja o substituþie, se unificã substituþia variabilei cu termenul (cele doua funcþii sunt mutual recursive), în caz contrar este verificatã condiþia din definiþia unei substituþii: variabila nu trebuie sa aparã în termenul cu care este unificatã (exceptând situaþia când cele douã argumente sunt variabile identice).

Funcþia substituie-variabile înlocuieºte variabilele unui termen cu termenii care le substituie (dacã aceºtia existã). Înlocuirea este recursivã, continuând ºi pentru substituþii.

;; se defineste macrocaracterul ? astfel incit ?<simbol> ;; se transforma intr-o lista (*var* <simbol>)

(set-macro-character #\?

  #'(lambda (stream char)

       (list '*var* (read stream t nil t))))



(defun variabila-p (var)

  "Intoarce t daca argumentul este o variabila si nil in caz contrar."

  (and (listp var) (eq (first var) '*var*)))



(defun extrage-substitutie (variabila mgu)

  "Intoarce substitutia variabilei in      	        unificatorul mgu."

  (cdr (assoc variabila mgu :test #'equal)))



(defun adauga-substitutie (variabila termen   					mgu)

  "Adauga o substitutie variabilei in unificatorul mgu."

  (cons (cons variabila termen) mgu))



(defun apare-in-p (variabila termen mgu)

  "Intoarce t daca termenul contine variabila."

  (cond 

	((atom termen) nil)

		;;termen constant deci nu contine variabila

    ((variabila-p termen)

     (or (equal variabila termen)

         (apare-in-p variabila					   			(extrage-substitutie termen mgu) mgu)))

    (t (or (apare-in-p variabila (first termen) mgu)

           (apare-in-p variabila (rest termen) mgu)))))



(defun unifica (TA TB &optional mgu)

  "Verifica daca termenii TA si TB unifica si construieste cel mai general unificator mgu."

  (cond ((variabila-p TA)

         (unifica-variabila TA TB mgu))

        ((variabila-p TB)

         (unifica-variabila TB TA mgu))

        ((atom TA)

         (when (eq TA TB)

			;; constante identice

              (values t mgu)))								;; nu se adauga o substitutie noua

        ((atom TB) nil)

		;; termenii nu unifica

        ((and (eq (first TA) (first TB))

		;; termeni functionali

              (= (length TA) (length TB)))

		;; au acelasi functor si aritate?

         (let (succes)

          (when (every 

			   #'(lambda (TAi TBi)

			    	(multiple-value-setq

				 (succes mgu)

				 (unifica TAi TBi mgu)))

                 (rest TA) (rest TB))

            (values t mgu))))))



(defun unifica-variabila (var term mgu)

  "Unifica variabila cu termenul term in prezenta unificatorului partial mgu."

  (if (equal var term)

		;;variabila unifica cu ea insasi?

    (values t mgu)

		;; dacã da, nu adauga substitutia

    (let ((S (extrage-substitutie var mgu)))

      (cond (S  (unifica S term mgu))

		;; variabila are deja o substitutie

            ((not (apare-in-p var term mgu))

             (values t (adauga-substitutie var term  

                           mgu)))))))



(defun substituie-variabile (termen mgu)

  "Intoarce termenul in care variabilele au fost substituite."

  (cond 

   ((atom termen) termen)

	;; termen constant

   ((variabila-p termen)

	;; termen variabil

    (let ((S (extrage-substitutie termen mgu)))

      (if S

		;; daca are o substitutie,

        (substituie-variabile S mgu)

		;; verifica substitutia 

        termen)))

		;; altfel intoarce termenul



   (t (cons 

       (substituie-variabile (first termen) mgu)

       (substituie-variabile (rest termen) mgu)))))

4.3	Transformarea unei formule în formã clauzalã

Metoda respingerii prin rezoluþie poate fi aplicatã numai dupã ce toate formulele (axiomele ºi concluzia negatã) sunt aduse în forma clauzalã (conjuncþii de disjuncþii de literali). Aceastã transformare se face pe baza regulilor prezentate în continuare.

4.3.1	Reguli de transformare în formã clauzalã

Etapa 1.	Transformarea formulei în formã normalã prenex.

Definiþie. O formulã F în calculul cu predicate de ordinul I este în forma normalã prenex dacã ºi numai dacã formula F este de forma (Q1x1)...(Qnxn)M, unde fiecare (Qixi), i = 1, ..., n este fie ((xi), fie ((xi), iar M este o formulã ce nu conþine cuantificatori. (Q1x1)...(Qnxn) se numeºte prefixul formulei F, iar M se numeºte matricea formulei F.

Pentru transformarea unei formule bine formate în forma normalã prenex se folosesc urmãtoarele legi de echivalenþã:

(1.1)		(Qx)F[x] ( G = (Qx)(F[x] ( G)

(1.2)		(Qx)F[x] ( G = (Qx)(F[x] ( G)

(2.1)		~(((x)F[x]) = ((x)(~F[x]) 

(2.2)		~(((x)F[x]) = ((x)(~F[x])

(3.1)		((x)F[x] ( ((x)H[x] = ((x)(F[x] ( H[x]) 

(3.2)		((x)F[x] ( ((x)H[x] = ((x)(F[x] ( H[x])

(4.1)		(Q1x)F[x] ( (Q2x)H[x] = (Q1x)(Q2z)(F[x] ( H[z])

(4.2)		(Q1x)F[x] ( (Q2x)H[x] = (Q1x)(Q2z)(F[x] ( H[z]) 

Transformarea unei formule în forma normalã prenex parcurge urmãtorii paºi:

Pas 1.	Se eliminã din formulã conectorii logici de implicaþie ºi echivalenþã, prin utilizarea legilor

F ( G = (F ( G) ( (G ( F)

F ( G = ~F ( G

Pas 2.	Se mutã toate negaþiile din formulã astfel încât sã preceadã atomii, utilizînd repetat legea ~(~F) = F, legile lui de Morgan ºi formulele de echivalenþã (2.1) ºi (2.2).

Pas 3.	Se redenumesc, dacã este cazul, variabilele legate din formulã astfel încât toþi cuantificatorii sã se refere la variabile diferite (variabilele referite de un cuantificator nu trebuie sã fie referite de alt cuantificator).

Pas 4.	Se folosesc formulele de echivalenþã (1.1), (1.2), (3.1), (3.2), (4.1) ºi (4.2).

Etapa 2.	Transformarea matricei formei normale prenex în formã normalã conjunctivã, deci în forma F1 ( F2 ( ... ( Fn.

Etapa 3.	Eliminarea tuturor cuantificatorilor existenþiali din prefixul formei normale prenex.

Fãrã a afecta proprietãþile de inconsistenþã, cuantificatorii existenþiali din prefixul unei forme normale prenex pot fi eliminaþi prin utilizarea substituþiilor de skolemnizare: înlocuirea variabilelor cuantificate existenþial cu funcþii Skolem, adicã funcþii arbitrare ce pot lua întotdeauna valoarea cerutã de cuantificatorul existenþial.

Paºii executaþi în aceastã etapã sunt urmãtorii:

Pas 1.	Dacã primul (cel mai din stânga) cuantificator este un cuantificator existenþial, se înlocuiesc toate apariþiile variabilei pe care acesta o cuantificã cu o constantã arbitrarã ce nu apare în prefixul formei normale prenex ºi se eliminã cuantificatorul. Acest proces se aplicã pentru toþi cuantificatorii existenþiali care nu sunt precedaþi de cuantificatori universali, folosind constante diferite în procesele de substituþie.

Pas 2.	Pentru fiecare cuantificator existenþial care este precedat de unul sau mai mulþi cuantificatori universali, se înlocuiesc toate apariþiile variabilei cuantificate printr-o funcþie (distinctã de toate funcþiile ºi variabilele ce apar în prefixul formei normale prenex) care are ca argumente toate variabilele cuantificate universal ce preced cuantificatorul existenþial ºi se eliminã cuantificatorul existenþial. Procesul se repetã pentru fiecare cuantificator existenþial, folosind un simbol de funcþie diferit ºi alegând ca variabile ale funcþiei argumentele ce corespund tuturor variabilelor cuantificate universal care preced cuantificatorul existenþial.

Etapa 4.	Eliminarea tuturor cuantificatorilor universali din prefixul formei normale prenex ºi a tuturor conjuncþiilor din matricea formei normale prenex.

Prin eliminarea cuantificatorilor existenþiali, prefixul formei normale prenex dispare. Mulþimea de formule care rezultã dupã eliminarea conjuncþiilor din matricea formei normale prenex formeazã un set de clauze ce nu este echivalent cu forma originalã a formulei bine formate, dar a cãrui realizabilitate, respectiv inconsistenþã, este pãstratã.

4.3.2	Implementarea transformãrii în formã clauzalã

Codul Lisp prezentat mai jos realizeazã transformarea unei formule bine formate din logica cu predicate de ordinul I în formã clauzalã. Se va utiliza reprezentarea termenilor din secþiunea 4.2.2: constantele sunt atomi Lisp, variabilele sunt reprezentate în forma (*VAR* <nume-variabila>), termenii functionali sunt liste ce au pe prima poziþie functorul, urmat de argumentele funcþiei sau predicatului (termeni). Funcþia transformã, care reprezintã funcþia principalã a programului primeºte reprezentarea unei formule bine formate în logica cu predicate de ordinul I ºi întoarce ca rezultat o listã de clauze (memoratã în variabila globalã *lista-clauze*), prin aplicarea unor transformãri succesive. Deoarece o clauzã este o disjuncþie de literali, conectorii pot lipsi din reprezentarea clauzelor. în acest caz, o clauzã este la rândul ei o listã de literali, fiecare literal fiind o celulã Lisp ce memoreazã în câmpul car semnul literalului (poz - pentru literali pozitivi ºi neg - pentru literali negativi), iar în câmpul cdr - un predicat.
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Figura 4.2. Reprezentarea unei formule bine formate în Lisp

În ceea ce priveºte reprezentarea unei formule bine formate, s-a presupus cã s-a efectuat deja analiza sintacticã, reprezentarea sub formã de listã fiind un arbore sintactic implicit (conectorii ºi cunatificatorii logici reprezintã operatori, iar predicatele - operanzi). Aceasta înseamnã cã programul de transformare nu va cunoaºte precedenþa ºi asociativitatea conectorilor logici, acestea fiind specificate prin paranteze. În figura 4.2 sunt ilustrate etapele transform
ã
rii unei formule în date de intrare pentru programul Lisp.

Ultima expresie din figura 4.2 reprezintã intrarea asteptatã de funcþia transforma. De asemenea, se presupune cã datele de intrare reprezintã într-adevãr o formulã bine formatã, programul nesemnalând eventualele erori. 

Ca regulã generalã, sunt urmãrite etapele de transformare descrise mai sus. Funcþiile care efectueazã transformãrile de bazã utilizeazã predicate ºi funcþii auxiliare a cãror semnificaþie este descrisã pe scurt în comentariile ce însoþesc definiþia lor. Funcþiile care transforma formula primitã ca argument, au aproximativ acelaºi tipar: sensul analizei formulei este dinspre nivelul superficial cãtre niveluri de imbricare din ce în ce mai adânci (top-down). Analiza se opreºte la atomii lexicali ce formeazã formula. În funcþie de sintaxa formulei analizate, se efectueaza acþiunile necesare ºi se întoarce formula transformatã. Rezultatul funcþiei este sintetizat din rezultatele întoarse de apelurile recursive (bottom-up).

Funcþia elimina-echivalente-si-implicatii elimina conectorii  ( ºi (, conform pasului 1 din etapa I. Funcþia propaga-negatii implementeazã pasul 2 din etapa I. Cele trei reguli folosite sunt aplicate în paralel ºi nu secvenþial deoarece aplicarea uneia creeazã premizele aplicãrii celeilalte.

Funcþia redenumeºte-variabile-legate va schimba numele unor variabile, astfel încât sã nu existe domenii de vizibilitate ale unei variabile introduse de un cunatificator care sã se suprapunã. Pot 
exista însã variabile cu acela
º
i
 nume, introduse de cunatificatori în locuri diferite din formulã, dacã domeniile de vizibilitate sunt disjuncte. Funcþia primeºte doi parametrii: formula asupra cãreia se aplica substituþia (formula) ºi lista de variabile deja active, întâlnite în domeniul curent (aparitii). Dacã formula de analizat este de forma (((V (*VAR* <var>))* ) F), atunci sunt verificate în bucla dolist toate variabilele introduse. Daca o variabilã nu face parte din din lista aparitii, este adaugatã acesteia, în caz contrar, se redenumeºte variabila respectiva în întreaga porþiune în care este vizibilã, dar ºi în lista aparitii. 

Funcþia regula-1-3-4 utilizeazã regulile (1.1), (1.2), (3.1), (3.2), (4.1) ºi (4.2) - ale cãror premize reprerzintã testele formei speciale cond - pentru a transforma formula în forma normalã prenex. Rezultatul este construit de jos în sus (bottom-up) ºi funcþia uneste este ut
ilizatã sistematic pentru a cre
a o listã din toate variabile cuantificate de la începutul unei formule. În cazul în care formula este formatã din prefix ºi matrice, funcþia regula-1-3-4 este apelatã recursiv. Altfel se aplic
ã
 regula care realizeazã de fapt prelucrãrile. Funcþia elimina-E primeºte o formul
ã
 în formã normalã prenex ºi eliminã cuantificatorii existenþiali prin substituþii cu funcþii Skolem.

Funcþia distributie-repetata declarã o funcþie localã, distribuþie, care aplicã recursiv asupra formulei regulile descrise în etapa II. Sunt necesare mai multe treceri, pânã când nici o transformare a formulei nu mai este posibilã (variabila indicator ramâne nil). Rezultatul acestei funcþii este o listã de disjuncþii conectate prin AND, dar grupate arbitrar. Funcþia clauze extrage disjuncþiile ºi construieste lista *lista-clauze*. 

(defvar *lista-clauze* '())



(defun este-implicatie (formula)

“ verifica daca formula este de forma: F ( G”

   (and (consp formula) 

        (= 3 (length formula)) 

        (equal (second formula) '->)))



(defun este-echivalenta (formula)

” verifica daca formula este de forma: F ( G”

   (and (consp formula) 

        (= 3 (length formula)) 

        (equal (second formula) '<->)))



(defun substitutie (formula var var-nou)

“ înlocuieste fiecare apritie a lui <var> cu <var-nou> in lista <formula>“

  (if (consp formula)

       (if (consp (car formula))

           (if (equal (car formula) var)

            (cons var-nou 

               (substitutie (cdr formula) var var-nou))

            (cons (substitutie (car formula) var var-nou)

               (substitutie (cdr formula) var var-nou)))

           (cons (car formula) 

               (substitutie (cdr formula) var var-nou)))

       formula))



(defun elimina-echivalente-si-implicatii (formula)

 (if (consp formula)

  (cond 

   ((este-implicatie formula)

    (list (list 'not 

             (elimina-echivalente-si-implicatii 

                                  (first formula)))

          'or (elimina-echivalente-si-implicatii 

                                  (third formula))))

   ((este-echivalenta formula)

    (list

      (list (list 'not (elimina-echivalente-si-implicatii    

                                  (first formula))) 

                  'or (elimina-echivalente-si-implicatii 

                                  (third formula)))

      'and

      (list (list 'not (elimina-echivalente-si-implicatii  

                                  (third formula)))

                  'or (elimina-echivalente-si-implicatii  

                                  (first formula)))))

   (t (cons (elimina-echivalente-si-implicatii 

                                  (first formula)) 

            (elimina-echivalente-si-implicatii 

                                  (rest formula))))) 

 formula))



(defun este-negatie (formula) 

“ intoarce adevarat daca formula este de forma: NOT F, altfel intoarce fals”

   (and (consp formula) (= 2 (length formula)) 

        (equal (first formula) 'not)))



(defun este-Morgan (formula)

“ verifica daca formula este de forma NOT ( F OR | AND G)”

   (and (este-negatie formula)

        (let ((form (second formula)))

           (and (= 3 (length form))

                (or (equal (second form) 'or)

                    (equal (second form) 'and))))))



(defun conector-negat (conector)

“ transforma OR in AND si invers”

   (if (equal conector 'or)

      'and

      'or))



 (defun este-cuantif (formula)

“ testeaza daca formula este de forma

( E | V  (*VAR <nume-var>))”

   (and (consp formula) (= 2 (length formula))

        (or (equal (first formula) 'E) 

            (equal (first formula) 'V))))



(defun cuantif-negat (cuantif)

“ Transforma E în V si invers într-o expresie de forma:

(V | E (*VAR* x))”

   (if (equal (first cuantif) 'E)

      (cons 'V (rest cuantif))

      (cons 'E (rest cuantif))))



(defun este-lista-cuantif (formula)

“ verifica daca argumentul constituie prefixul (lista de cunatificari de variabile) unei formule”

  (and (consp formula) (este-cuantif (first formula))))



(defun este-formula-cuantif (formula)

“ testeaza daca formula este de forma:

((V | E (*VAR* <nume-var>))* F)”

   (and (consp formula) (= 2 (length formula))

        (este-lista-cuantif (first formula)))) 



(defun propaga-negatii (formula)

   (cond ((and (este-negatie formula) 

               (este-formula-cuantif (second formula)))

          (let ((lista-cuantif (caadr formula))

                (form (cadadr formula)))

             (list 

               (mapcar #'cuantif-negat lista-cuantif)

               (propaga-negatii (list 'not form))))) 

         ((este-Morgan formula) 

          (let ((form (second formula)))

             (list (propaga-negatii 

                        (list 'not (first form)))

                   (conector-negat (second form))

                   (propaga-negatii 

                        (list 'not (third form))))))

         ((and (este-negatie formula) 

               (este-negatie (second formula)))

          (propaga-negatii (second (second formula))))

         ((consp formula)

          (cons (propaga-negatii (first formula))

                (propaga-negatii (rest formula))))

         (t formula)))



(defun apare-in (var formula)

“ întoarce adevarat daca argumentul <var> apare cel putin o data in formula <formula>. În caz contrar rezultatul este nil”

   (cond ((equal var formula) T)

         ((consp formula) 

          (or (apare-in var (first formula))

              (apare-in var (rest formula))))

         (t nil)))



(defun uneste (formula)

“ daca matricea unei formule este ea însasi formata din prefix si matrice, uneste cele doua prefixe.”

	(if (and (consp formula)

	         (este-formula-cuantif formula)

	         (este-formula-cuantif (second formula)))

	  (list (append (first formula) (caadr formula))  

            (cadadr formula))

	  formula))





(defun divide (formula)

“ imparte o formula bine formata in prefix si matrice. Prefixul este elementul de pe prima poziîe a formulei, daca acesta este o lista de variabile cunatificate, sau nil in caz contrar. Matricea este restul formulei”

   (if (este-formula-cuantif formula)

      (values (first formula) (second formula))

      (values '() formula)))



(defun regula (formula)

   (if (and (consp formula) (= (length formula) 3)

            (or (equal (second formula) 'and)

                (equal (second formula) 'or)))

      (let* ((termen1 (first formula))

             (termen2 (third formula))

             (conector (second formula))

             (rezult1 (uneste (regula-1-3-4 termen1)))

             (rezult2 (uneste (regula-1-3-4 termen2)))

             prefix1 prefix2 matrix1 matrix2 

             prefix matrix)

         (multiple-value-setq (prefix1 matrix1) 

               (divide rezult1))

         (multiple-value-setq (prefix2 matrix2) 

               (divide rezult2))

         (do ((p1 prefix1) (p2 prefix2) )

             ((or (null p1) (null p2))

              (setf prefix 

                 (append (append prefix p1) p2)))

            (let ((prim1 (car p1)) (prim2 (car p2)))

               (cond ((or

                        (and (equal prim1 prim2)

                             (equal (car prim1) 'V) 

                             (equal conector 'and))

                        (and (equal prim1 prim2)

                             (equal (car prim1) 'E) 

                             (equal conector 'or)))

                      (setf prefix 

                          (append prefix (list prim1)))

                      (setf p1 (rest p1))

                      (setf p2 (rest p2)))

                     ((equal (cadr prim1) (cadr prim2))

                        (let ((subst 

                                (list '*var* (gensym))))

                           (setf prefix 

                            (append prefix 

                              (list prim1 

                               (list (car prim2) subst))))

                           (setf matrix2 

                            (substitutie matrix2 

                               (cadr prim2) subst))

                           (setf p1 (rest p1))

                           (setf p2 (rest p2))))

                     (t

                      (let ((subst 

                             (list '*var* (gensym))))

                       (setf prefix 

                          (append prefix (list prim1)))

                       (setf p2 (substitutie p2 

                                    (cadr prim1) subst))

                       (setf matrix2 (substitutie matrix2  

                                      (cadr prim1) subst))

                       (setf p1 (rest p1)))))))

         (if (null prefix)

            (list matrix1 conector matrix2)

            (list prefix 

               (list matrix1 conector matrix2))))

      formula))   



(defun regula-1-3-4 (formula)

   (multiple-value-setq (prefix matrix) (divide formula))

   (if (not (null prefix))

      (uneste (list prefix (uneste (regula134 matrix))))

      (regula matrix)))



(defun redenumeste-variabile-legate (formula aparitii)

 (cond ((este-formula-cuantif formula)

        (let ((lista-var (mapcar 'cadr (car formula)))

              (rezult formula) (arg aparitii))

          (dolist (item lista-var

                    (list (first rezult)

                      (redenumeste-variabile-legate 

                                    (cadr rezult) arg)))

            (if (member item arg :test #'equal)

               (let ((symb (list '*var* (gensym))))

                 (setf arg (cons symb (delete item arg)))

                 (setf rezult 

                    (substitutie rezult item symb)))

               (setf arg (cons item arg))))))

       ((consp formula)

        (cons (redenumeste-variabile-legate 

                         (first formula) aparitii)

              (redenumeste-variabile-legate 

                         (rest formula) aparitii)))

       (t formula)))

   

(defun make-function (symb lista-var)

“ constrieste reprezentarea unui termen functional”

   (cons symb lista-var))                     





(defun elimin-E (formula)

   (if (este-formula-cuantif formula)

      (let* ((prefix (first formula))

            (matrice (second formula))

            (rezult-prefix '())

            (rezult-matrice matrice)

            (list-var '()))

         (do ((item prefix (rest item)))

             ((null item)

              (list rezult-prefix rezult-matrice))

            (if (equal (caar item) 'E)

              (setf rezult-matrice 

                    (substitutie rezult-matrice 

                          (cadar item)

                         (if (null list-var)

                            (gensym)

                            (cons (gensym) list-var))))

               (progn

                 (setf list-var 

                    (append list-var (cdar item)))

                 (setf rezult-prefix 

                    (append rezult-prefix 

                        (list (first item))))))))

      formula))



(defun este-distributie-st (formula)

“ verifica daca formula este de forma: F OR (G AND H)”

   (and (consp formula) (= (length formula) 3)

        (equal (second formula) 'or) 

        (consp (third formula))

        (= (length (third formula)) 3) 

        (equal (second (third formula)) 'and)))



(defun este-distributie-dr (formula)

“ verifica daca formula este de forma (F AND G) OR H”

   (and (consp formula) 

        (= (length formula) 3) 

        (equal (second formula) 'or)

        (consp (first formula)) 

        (= (length (first formula)) 3)

        (equal (second (first formula)) 'and)))                      



(defun distributie-repetata (formula)

   (let ((indicator nil) rezultat)

      (labels ((distributie (formula)

                (cond ((este-distributie-st formula)

                       (let* ((F (distributie 

                                     (first formula)))

                              (W (third formula))

                              (G (distributie (first W)))

                              (H (distributie (third W))))

                          (setf indicator t)

                          (list (list F 'or G) 'and 

                              (list F 'or H))))

                      ((este-distributie-dr formula)

                       (let* ((W (first formula))

                              (F (distributie (first W)))

                              (G (distributie (third W)))

                              (H (distributie 

                                     (third formula))))

                          (setf indicator t)

                          (list (list F 'or H) 'and 

                             (list G 'or H))))

                      ((consp formula) 

                       (cons (distributie (first formula))

                          (distributie (rest formula))))

                      (t formula))))

        (setf rezultat (distributie formula))

        (do ()

            ((null indicator) rezultat)

           (setf indicator nil)

           (setf rezultat (distributie rezultat))))))



(defun literal (formula semn)

“ costruieºte un literal din semn ºi predicat”

   (list semn formula))



(defun este-predicat-pozitiv (formula)

“ verifica daca formula este un literal pozitiv”

     (and (consp formula) 

          (not (or (consp (first formula)) 

                   (equal (first formula) 'not)

                   (equal (first formula) 'or)

                   (equal (first formula) 'and)))))



(defun clauze (formula)

   (let ((clauza-curenta '()))

      (labels (( creeaza-lista-clauze (formula)

      (cond ((este-predicat-pozitiv formula) 

             (push (literal formula 'poz) clauza-curenta))

            ((este-negatie formula)

             (push (literal (second formula) 'neg) 

                clauza-curenta))

            ((equal formula 'and)

             (push (reverse clauza-curenta) 

                *lista-clauze*)

             (setf clauza-curenta '()))

            ((consp formula)

             (creeaza-lista-clauze (first formula))

             (creeaza-lista-clauze (rest formula)))   

            (t T))))

        (creeaza-lista-clauze formula)

        (push (reverse clauza-curenta) *lista-clauze*))))



(defun liniarizeaza (formula)

“ are acelasi efect cu uneste, dar actioneaza recursiv pentru întreaga formula”

   (cond ((este-formula-cuantif formula)

          (do* ((matrice-aux formula)

                (matrice formula (second matrice))

                (prefix '() (append prefix 

                                (first matrice-aux))))

               ((not (este-formula-cuantif matrice))

                (list prefix (liniarizeaza matrice)))

             (setf matrice-aux matrice)))

         ((consp formula)

          (cons (liniarizeaza (first formula))  

             (liniarizeaza (rest formula))))

         (t formula)))



 (defun transforma (formula)

   (setf *lista-clauze* '())

   (clauze 

     (distributie-repetata 

       (second 

         (elimin-E 

           (liniarizeaza 

             (regula-1-3-4

               (redenumeste-variabile-legate

                 (propaga-negatii

                   (elimina-echivalente-si-implicatii

                     formula)) 

                 '() ))))))

   (print (reverse *lista-clauze* )))

4.4	Demonstrarea teoremelor prin respingere rezolutivã

Aºa cum am arãtat, principiul rezoluþiei constã în a verifica daca o multime de clauze S conþine clauza vidã sau dacã clauza vidã poate fi derivatã din S. În acest caz, S este o mulþime de clauze nerealizabilã. În continuare prezentãm cum se poate realiza acest proces pe baza regulii de inferenþã rezoluþie ºi douã strategii pentru obþinerea soluþiei, în acest caz clauza vidã.

4.4.1	Metoda respingerii prin rezoluþie

Rezoluþia se aplicã asupra a douã formule în formã clauzalã ºi constã în calcularea unui rezolvent, acesta fiind o consecinþã logicã a celor douã formule.

Definiþie. Fie clauzele:

(C1)	P1 ( P2 ( ... ( Pi ( ... ( Pn

(C2)	Q1 (Q2 ( ... ( ~Qj ( ... (Qm

numite clauze pãrinte ºi ( cel mai general unificator al lui Pi ºi Qj, Pi( = Qj (, atunci C = rezbin(C1, C2) = C1( - {Pi(}) ( (C2( - {~Qj(}) este un rezolvent binar al clauzelor C1 ºi C2.

Exemplu: Fie clauzele C1 = P(x, f(y)) ( Q(x) ºi C2 = ~P(a,f(z)) ( R(z) ºi cel mai general unificator ( = {a / x, y / z}, atunci rezolventul binar al clauzelor C1 ºi C2 este clauza C = rezbin(C1, C2) = (C1( - {P(x, f(y))(}) ( (C2( - {P(a, f(z)) (}) = Q(a) ( R(z).

Definiþie. Dacã doi sau mai mulþi literali, de acelaºi semn, ai unei clauze C au un cel mai general unificator (, atunci clauza C( se numeºte factor al clauzei C.

Exemplu: Pentru clauza C = P(x) ( P(f(y)) ( ~Q(x), literalii P(x) ºi P(f(y)) au mgu = ( = {f(y) / x} ºi C( = P(f(y)) ( ~Q(f(y)) este un factor al lui C.

Definiþie. Un rezolvent al perechii de clauze C1, C2, notat cu rez(C1, C2), este unul dintre urmãtorii posibili rezolvenþi:

un rezolvent binar al clauzelor C1 ºi C2

un rezolvent binar al clauzei C1 ºi al unui factor al clauzei C2

un rezolvent binar al unui factor al clauzei C1 ºi al clauzei C2

un rezolvent binar al unui factor al clauzei C1 ºi al unui factor al clauzei C2.

Exemplu: Fie clauzele C1 = P(x) ( P(f(y)) ( R(g(y)) ºi C2 = ~P(f(g(a))) ( Q(b). Un factor al lui C1 este C1' = P(f(y)) ( R(g(y)). Un rezolvent binar al lui C1' ºi C2 este clauza R(g(g(a))) ( Q(b). Deci R(g(g(a))) ( Q(b) este în acelaºi timp un rezolvent al clauzelor C1 ºi C2.

Algoritm:	Respingerea prin rezoluþie în logica cu predicate de ordinul I.

Converteºte setul de axiome A în formã clauzalã ºi obþine mulþimea de clauze S0

Neagã teorema de demonstrat, transformã teorema negatã în formã clauzalã ºi adaugã rezultatul obþinut la S0

S ( S0



repetã

	4.1.	Selecteazã o pereche de clauze C1 ºi C2 din S

	4.2.	Fie aceste clauze L1 ( C1 ºi ~L2 ( C2

	4.3.	Aplicã unificarea ºi calculeazã ( = mgu(L1, L2) 

	4.4.	dacã ( (( atunci

		4.4.1.	Determinã C = rez(C1(, C2()

		4.4.2.	dacã C ( �EMBED MSDraw   \* mergeformat��� atunci  S ( S ( {C}

pânã	s-a obþinut clauza vidã

	sau nu mai existã nici o pereche de clauze care rezolvã

	sau o cantitate predefinitã de efort a fost epuizatã

5. 		dacã s-a obþinut clauza vidã

atunci teorema este adevãratã (este demonstratã)

6.	altfel

	6.1.	dacã nu mai existã nici o pereche de clauze care rezolvã

		atunci teorema este falsã

	6.2.	altfel nu se poate spune nimic despre adevãrul teoremei

sfârºit.

Algoritmul nu specificã cum trebuie selectate cele doua clauze care rezolvã. Este rolul stategiei de control de a stabili aceastã ordine. Strategia aleasã pentru selecþia celo
r douã clauze determina eficien
þ
a
 ºi completitudinea metodei de demonstrare.

4.4.2 Strategia rezoluþiei liniare de intrare

Definiþie. Dacã S este o mulþime de clauze ºi C0 ( S, strategia rezoluþiei liniare calculeazã la fiecare pas rezolventul Ci+1 = rez(Ci, Bi), unde Bi este o clauzã din S, sau este egal cu Cj, j<i, sau este egal cu o instanþã a lui Cj, j<i. Ci se numeºte clauzã centralã, iar Bi se numeºte clauzã lateralã.

În cazul rezoluþiei liniare de intrare, clauzele laterale care rezolvã sunt clauze din mulþimea de intrare, deci din S. Acestã strategie nu este completã, dar este mult mai eficientã decât strategia liniarã. O descriere intuitivã a acestei strategii este prezentatã în figura 4.3.
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Figura 4.3. Reprezentarea schematicã a strategiei liniare de intrare

Programul prezentat în continuare implementeazã metoda respingerii prin rezoluþie, folosind strategia liniarã de intrare. Pentru o clauzã centralã oarecare C se pot obþine diverºi rezolvenþi, corespunzãtori clauzelor laterale cu care clauza centralã poate rezolva. Fiecare dintre aceºtia poate deveni urmãtoarea clauzã centralã consideratã, ºi procesul se repetã, aºa cum se prezintã în figura 4.4. Din punct de vedere conceptua
l, algoritmul avanseazã cãtre c
l
a
uza vidã generând un spaþiu de cãutare. Starea iniþialã este reprezentatã de clauza iniþialã C0, iar starea finalã este clauza vidã. Astfel se pot aplica algoritmii de cãutare în spaþiul stãrilor.
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Figura 4.4. Spaþiul de cãutare în rezoluþia liniarã

4.4.3	Implementarea rezoluþiei liniare de intrare

În continuare se prezintã programul Lisp pentru implementarea rezoluþiei liniare de intrare. Se presupune cã toate formulele au fost transformate în formã clauzalã (conform celor discutate în secþiunea 4.3) ºi cã programul utilizeazã funcþiile de unificare a termenilor prezentate în secþiunea 4.2.2 (se pãstreazã reprezentatrea formulelor bine formate specificatã acolo). Funcþiile asociate sunt presupuse a fi grupate în fiºierul termuni.lsp. Clauzele sunt reprezentate sub forma de liste de literali, fiecare literal având pe prima poziþie un simbol  care aratã dacã literalul este în formã pozitivã sau negat (poz sau neg), urmat de un predicat (exact formatul construit de programul de transformare în forma clauzalã).

Implementarea de faþa nu considerã ºi factorii clauzelor în determinarea rezolvenþilor. Deoarece rezoluþia fãrã factorizare este o metodã de inferenþã incompletã (sunt probleme ce nu pot fi rezolvate fãrã factorizare), acest lucru este o limitare. Cititorul poate modifica programul pentru a calcula rezolvenþii în cazul general.

Prima categorie de funcþii este reprezentatã de predicate ce testeazã tipul literarilor, de accesori care referã diferitele componente ale clauzelor, precum ºi de funcþii care construiesc un literal din componente.

(load "termuni")



(defun pozitiv-p (literal)

  "Intoarce T daca literal este un literal pozitiv."

  (and (consp literal) 

       (eq (first literal) 'poz)))



(defun negat-p (literal)

  "Intoarce T daca literal este un literal negativ."

  (and (consp literal) 

       (eq (first literal) 'neg)))



(defun literal (predicat &optional (semn 'poz))

  "Intoarce literalul (semn predicat)."

  (list semn predicat))



(defun semn (literal)

  "Intoarce semnul unui literal."

  (first literal))



(defun semn-complementar (literal)

  "Intoarce semnul complementar."

  (cond ((eq (semn literal) 'poz) 'neg)

        ((eq (semn literal) 'neg) 'poz)))



(defun predicat (literal)

  "Intoarce predicatul unui literal."

  (cadr literal))

Funcþia sterge-duplicate asigurã cã un literal este prezent o singurã datã într-o clauzã obþinutã prin rezoluþie. sterge-literal este folositã pentru eliminarea unui literal dintr-o clauzã (în condiþiile în care acesta a rezolvat cu un literal complementar din altã clauzã).

Funcþia substituie-variabile-in-clauza construieºte un factor al clauzei primite ca argument, utilizând substituþiile gãsite în mgu. Pentru aceasta se utilizeazã funcþia substituie-variabile din secþiunea anterioarã. Funcþia rezolvent primeºte ca argumente o clauzã centralã C ºi una lateralã B ºi întoarce toþi rezolvenþii binari dintre cele douã clauze, în urmãtorul format:

( ( mgu1 rezolvent1) ... (mguk rezolventk) ),

unde mgu este cel mai general unificator care a dus la obþinerea rezolventului. El este necesar pentru reconstituirea etapelor care au condus la gãsirea clauzei vide (soluþia este afiºatã de funcþia print-soluþie).

Corpul programului este funcþia respingere care primeºte ca parametrii o clauzã iniþialã, mulþimea de clauze de intrare ºi, opþional, adâncimea maximã de cãutare. Pe mãsurã ce se avanseazã în spaþiul de cãutare sunt construite douã liste: CALE-C ºi CALE-B de forma ((mgu0 C0) (mgu1 C1) ... (mguk Ck)) ºi respectiv (B0 B1 ... Bk-1). Ele reconstituie o deducþie liniarã, pe calea curentã, de lungime k din spaþiul de cãutare. B0, ...,Bk sunt clauze de intrare, iar mgu0 este nil, mgui+1 = mgu(Ci, Bi). Funcþia respingere construieºte o lista solutii:

( (CALE-C1 CALE-B1) ... (CALE-Cn CALE-Bn) ) 

În implementarea curentã sunt afiºate toate soluþiile.

(defvar *AD-MAX* 0)



(defun sterge-duplicate (clauza)

 "Intoarce clauza fara literali duplicati."

 (let (clauza1)

  (dolist (literal clauza (reverse clauza1))

   (unless 

     (member literal clauza1 :test #'equal)

     (push literal clauza1)))))



(defun sterge-literal (literal clauza)

  "Intoarce clauza din care a fost eliminat literalul."

 (do* ((C clauza (rest C))

       (L (first C) (first C))

       clauza-rezultat)

      ((or (equal L literal) (null C))

       (append clauza-rezultat (rest C)))

    (push L clauza-rezultat)))



(defun substituie-variabile-in-clauza 								(clauza mgu)

  "Intoarce clauza in care variabilele au fost substituite."

  (mapcar 

   #'(lambda (L)

      (literal 

	   (substituie-variabile (predicat L) mgu) 	   			(semn L)))

   clauza))









(defun rezolvent (C B)

 “Intoarce toti rezolventii binari ai perechii de clauze C si B.”

 (let ((lista-rezolventi '()))

  (dolist (literal-C C 							(reverse lista-rezolventi))

    (dolist (literal-B B )

      (when (eq (semn-complementar literal-C) 			(semn literal-B))

        (multiple-value-setq (succes mgu)

           (unifica (predicat literal-C) 				     (predicat literal-B)))

        (if succes

                (push

                 (list 

                  (sterge-duplicate

                   (if mgu  

                    (substituie-variabile-in-clauza

                      (append (sterge-literal literal-C C)

                      (sterge-literal literal-B B)) mgu)

                    (append (sterge-literal literal-C C)

                        (sterge-literal literal-B B))))

                  mgu) 

                 lista-rezolventi))))))) 



(defun print-solutie (CALE-C CALE-B)

  “Afiseaza o deductie a clauzei vide, daca cele doua liste nu sunt vide.”

   (let ((Clauze-centrale (reverse CALE-C))

         (Clauze-laterale (reverse CALE-B)))

      (do* ((C-aux Clauze-centrale (rest C-aux))

            (B-aux Clauze-laterale (rest B-aux))

            (Ci (caar C-aux) (caar C-aux) )

            (Bi (car B-aux) (car B-aux))

            (mgu (cadadr C-aux) (cadadr C-aux)))

           ((null B-aux) 

               (progn (terpri) (prin1 "CLAUZA-VIDA")))

         (terpri)

         (prin1 Ci) (prin1 "  ") (prin1 Bi)

         (terpri)

         (prin1 mgu)

         (terpri) (prin1"----------------------"))))



(defun respingere (C0 S &optional(*AD-MAX* 10))

 “Metoda rezolutiei liniare de intrare, fara factorizare, folosind backtracking.”

   (let ((FRONTIERA-C (list (list C0 nil))) 

         (FRONTIERA-B '())(solutie '()))

      (labels ((respingere-bkt (CALE-C CALE-B adancime)

                 (cond ((null CALE-C) nil)

                       ((null (caar CALE-C)) 

                        (push (list cale-C cale-B)    

                           solutie))

                       ((> adancime *AD-MAX*) nil)

                       (t

                        (dolist (Bi S )

                         (dolist (Cik (rezolvent 

                                       (caar CALE-C) Bi) )

                            (respingere-bkt 

                                (cons Cik CALE-C)

                                (cons Bi CALE-B)  

                                (+ 1 adancime))))))))

        (respingere-bkt FRONTIERA-C FRONTIERA-B 0)

        (dolist (sol solutie) 

		(print-solutie (car sol) (cadr sol)))))) 



4.4.4	Rezoluþie liniarã cu utilizarea clauzelor ordonate

O altã strategie de alegere a clauzelor ce rezolvã este rezoluþia liniarã cu utilizarea clauzelor ordonate.

Definiþie. O clauzã ordonatã este o secvenþã de literali distincþi, în care relaþia de ordine între literali este datã de poziþia lor în clauzã. Primul literal este cel mai mic, iar ultimul cel mai mare. Dacã C = L1 ( L2 ( ... ( Ln atunci ordonarea literalilor este L1 ( L2 (... ( Ln.

În rezoluþia ordonatã rezolventul a douã clauze depinde de ordinea în care sunt considerate cele douã clauze, rezolventul obþinut fiind considerat tot o clauzã ordonatã. Rezoluþia ordonatã de intrare este similarã celei prezentate în secþiunea 4.4.2 dar considerã clauzele ordonate ºi calculezã rezolventul prin concatenarea clauzei centrale cu clauza lateralã. În plus, este util sã se se pãstreze informaþia conþinutã de literalii care au rezolvat. Pentru aceasta, literalul care rezolvã din clauza centralã a rezoluþiei este pãstrat în rezolvent, dar este încadrat ºi nu mai participã în continuare la rezoluþie. Un astfel de literal se numeºte literal încadrat. O clauzã ordonatã este reductibilã dacã ultimul literal unificã cu negarea unui literal încadrat (cu cel mai general unificator () din clauzã. Clauza redusã corespunzãtoare rezultã din eliminarea acestui ultim literal ºi a tuturor literalilor încadraþi care nu mai sunt urmaþi de literali neîncadraþi din clauza iniþialã cãreia i s-a aplicat substituþia (.

Considerãm strategia rezoluþiei liniare cu clauze ordonate ºi literali încadraþi. Literalul care rezolvã este ultimul literal din Ci. Clauzele laterale sunt fie clauze din mulþimea iniþialã de clauze fie clauze obþinute anterior în deducþie dacã clauza curentã este reductibilã. Se poate demonstra cã, pentru o clauzã ordonatã reductibilã obþinutã prin rezoluþie - Ci , existã o clauzã ordonatã centralã Cj întâlnitã anterior astfel încât rezolventul ordonat al celor douã clauze este clauza ordonatã redusa a lui Ci.

Strategia descrisã mai sus este completã (ca ºi strategia rezoluþiei liniare) dacã mulþimea S-C0, unde C0 este clauza centralã de pornire, este o mulþime consistentã. Aceastã strategie este mai eficientã decât rezoluþia liniarã deoarece, pe de o parte, nu este necesara memorarea tuturor clauzelor intermediare, iar pe de altã parte, limiteazã numãrul de clauze care pot rezolva prin impunerea rezolvãrii numai cu ultimul literal din clauza centralã. De asemenea, dacã este detectatã o clauzã ordonatã reductibilã nu se mai aplicã rezoluþia, ci se trece direct la clauza redusã.

Programul urmãtor implementeazã strategia descrisã. Funcþiile care nu se modificã faþa de implementarea precedentã nu mai sunt incluse. Cãutarea în adâncime a clauzei vide se opreºte la *AD-MAX*.

(defun incadrat-p (literal)

  "Intoarce t daca literal este un literal incadrat."

  (and (consp literal) (eq (first literal) 'inc)))



(defun rezolvent-ordonat (C B)

  "Intoarce rezolventul ordonat al perechii de clauze C B."

  (let* ((CR (reverse C))

           (ultim-C (first CR))

           (literal-B (literal (predicat ultim-C) 

               (semn-complementar ultim-C))))

    (elimina

      (sterge-duplicate

        (append (reverse (cons (literal 

                                 (predicat ultim-C) 'inc) 

                               (rest CR)))

           (sterge-literal literal-B B))))))



(defun rezolvent-redus (rezolvent)

  "Intoarce rezolventul redus al clauzei rezolvent

  sau nil in cazul in care acesta nu exista."

  (let ((ultim (first (last rezolvent))) literal)

    (elimina

      (when (and (negativ-p ultim)

                 (member (setf literal (literal 

                           (predicat ultim) 'inc))            

                     rezolvent :test #'equal))

        (reverse (rest (reverse (sterge-literal literal 

                                      rezolvent))))))))



(defun rezolva-ordonat-p (C B)

  "Intoarce o substitutie daca clauzele ordonate C si B pot rezolva, t daca rezolva fara substitutie si nil in caz contrar."

  (do* ((ultim-C (first (last C)))

           (B-aux B (rest B-aux))

           (literal-B (first B-aux) (first B-aux))

           succes mgu)

          ((or (null B-aux) succes) 

               (if succes (if mgu mgu t) nil))

   (when (eq (semn-complementar ultim-C) (semn literal-B))

      (multiple-value-setq

        (succes mgu)

        (unifica (predicat ultim-C) 

           (predicat literal-B))))))



(defvar *AD-MAX* 0

  "Adancimea maxima admisa a clauzei vide.")



(defun pereche-clauze (C B adincime-C)

  "Intoarce o celula reprezentind o pereche de

  clauze impreuna cu adancimea clauzei centrale."

  (cons (cons C adincime-C) B))



(defun adincime-clauze (pereche)

  "Intoarce adancimea unei perechi de clauze."

  (cdar pereche))



(defun substituie-variabile-in-clauza (clauza mgu)

  "Intoarce clauza in care variabilele au fost substituite."

  (mapcar #'(lambda (L)

              (literal (substituie-variabile  

                              (predicat L) mgu) (semn L)))

               clauza))



(defun respingere (C0 S &optional (*AD-MAX* 10))

 "Intoarce t daca clauza vida rezulta din clauza C0 si setul de clauze S, nil in caz contrar."

 (let ((FRONTIERA

        (delete nil

         (mapcar #'(lambda (B0i)

                    (let ((mgu 

                           (rezolva-ordonat-p C0 B0i)))

                     (when mgu

                      (if (eq mgu t)

                       (pereche-clauze C0 B0i 0)

                       (pereche-clauze 

                        (substituie-variabile-in-clauza C0 

                           mgu)

                        (substituie-variabile-in-clauza 

                           B0i mgu)

                        0)))))

                 S))))

    (when FRONTIERA

      (do* ((FRONT FRONTIERA)

               (pereche (first FRONT) (first FRONT))

               Ri Ri-redus adincime SUCCES)

              ((or (null FRONT) SUCCES) SUCCES)

        (setf FRONT (rest FRONT))

        (when (< (setf adincime (adincime-clauze pereche)) 

           *AD-MAX*)

          (setf Ri (rezolvent-ordonat (caar pereche) 

                      (rest pereche)))

          (setf Ri-redus (rezolvent-redus Ri))

          (when Ri-redus (setf Ri Ri-redus))

          (unless (when (null Ri) (setf SUCCES t))

            (mapc #'(lambda (Bik)

                     (let ((mgu 

                              (rezolva-ordonat-p Ri Bik)))

                      (when mgu

                       (if (eq mgu t)

                        (push (pereche-clauze Ri Bik 

                                 (1+ adincime)) FRONT)

                        (push 

                         (pereche-clauze

                           (substituie-variabile-in-clauza 

                               Ri mgu)

                           (substituie-variabile-in-clauza 

                               Bik mgu)

                           (1+ adincime))

                         FRONT)))))

                  S)))))))
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