2.6 Algoritmul Rabin - Karp

Acest algoritm considea textul ca fiind o memorie mare si trateaza fiecare secventa de M caractere a textului ca o cheie intr-o tabela de dispersie (hash).  Dar nu este necesar sa tinem toata tabela de dispersie in memorie, deoarece in realitate se cauta o singura cheie. Avem nevoie sa calculam functia de dispersie pentru toate secventele posibile de M caractere consecutive din text si sa verificam daca valorile obtinute sint egale cu functia de dispersie a sablonului. 

La prima vedere, s-ar parea ca a calcula functia de dispersie pentru M caractere din text este la fel de dificil ca a verifica daca caracterele sirului sint egale cu sablonul (ceea ce ar duce la un timp liniar, proportional cu lungimea textului). 

Solutia propusa de Rabin si Karp este sa se calculeze functia de dispersie h(k)=k mod q, unde k este numarul de caractere din sir, iar q (dimensiunea tabelei) este un numar prim mare.  Cum nimic nu este stocat in tabela de dispersie, q poate fi chiar foarte mare. Metoda se bazeaza pe proprietatea ca functia de dispersie pentru pozitia i din text se calculeaza pe baza valorii acestei functii pentru pozitia i-1, in urmatorul mod: sa presupunem ca transformam cele M caractere in numere, prin impachetare impreuna intr-un cuvit calculator, pe care il consideram apoi un intreg. 

Aceasta corespund la a scrie caracterele ca numere in baza d, unde d este numarul de caractere posibile din alfabet.  Atunci, numarul ce corespunde secventei de caractere a[i]…a[i+M-1] este y = a[i]dM-1 + a[i-1]dM-2 + … + a[i+M-1] si presupunem ca stim valoarea lui h(y) = y mod q. Dar deplasarea in text cu o pozitie la dreapta corespunde de fapt inlocuirii lui y cu (y - a[i]dM-1)d + a[i+M].  Consideram functia index a caracterelor definita ca inainte si d=32 (sau orice multiplu de 2 corespunzator) pentru ca operatia de multiplicare sa poata fi implementata prin deplasari in registrele microprocesorului.

Justificarea calculului Rabin-Karp

1.	Se porneste de la relatiile:

			     (a+b) mod q	= (a mod q + b mod q) mod q   si

			      (a b) mod q 	= (a (b mod q)) mod q



2.	Se doreste sa se arate ca:

			(a0x+a1) mod q = ((a0 mod q) x + a1) mod q 



Demonstratie:

	         (a0 x+ a1) mod q	=  (a0x) mod q + a1 mod q) mod q = 

				=  [(x(a0 mod q)) mod q + a1 mod q] mod q =

				=  ((a0 mod q) x + a1) mod q



3.	Evident, demonstratia se poate extinde pentru

(a0xn + a1xn-1 + … + an-1x + an) mod q = 

			([[((a0 mod q) x + a1) mod q] x + …] x + an) mod q



4.	Se stie ca noul sir y1 se obtine din y astfel:



		y1 = (y - a[i] dM-1) d + a[i+M], ceea ce revine la



		y1 = (y - aixm-1) x +ai+m, in care se cunoaste valoarea y mod q.



Pentru a calcula y1 mod q putem folosi relatiile:

	        y1 mod q	= ((y - aixm-1) x + ai+m) mod q

			=  ((y - aixm-1) mod q�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 9��x + ai+m) mod q =  (t�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 9��x + ai+m) mod q

unde        t = (y - aixm-1) mod q = (y mod q - (ai mod q) xm-1) mod q,



	la care se adauga x�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 9��q pentru a mentine totul pozitiv, fara a afecta modulul.

Implementare

int caut_RK(char *p, char *a)



  {

   int i;

	long int dM=1, h1=0, h2=0;

   int M=strlen(p), N=strlen(a);

   for (i=1; i<M; i++) dM = (d*dM) % q; 

				// calculeaza d**(M-1) mod q in dM

   for (i=0; i<M; i++)

    {h1 = (h1*d + index(p[i]))%q; 

				// functia hash pt sablon

     h2 = (h2*d + index(a[i]))%q; 

				// functia hash pt text

    }

   for (i=0; h1!=h2; i++)

    {h2 = (h2 + d*q - index(a[i])*dM)%q; 

			// d*q se adauga pt a mentine expresia>0

     h2 = (h2 * d + index(a[i+M]))%q;

     if (i > (N-M)) return N;

    }

   return i;

  }



O proprietate importanta a operatiei mod este aceea ca daca luam restul impartirii prin q dupa fiecare operatie aritmetica (pentru a mentine mici numerele cu care lucram), atunci obtinem acelasi rezultat ca si atunci cind am face toate operatiile aritmetice si in final am lua restul impartirii cu q (asa cum s-a aratat mai sus).  In algoritm, dupa ce se calculeaza valorile de dispersie pentru sablon si pentru primele M caractere din sir, se face o trecere prin sir utilizind tehnica de mai sus pentru a calcula functia de dispersie a urmatoarelor M caractere ce incep din pozitia i (pentru fiecare i) si a compara fiecare noua valoare cu h1.

Numarul prim q este ales mare, dar suficient de mic pentru ca (d+1)�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��q sa nu genereze un overflow: aceasta implica utilizarea  a mai putine operatii modulo decit daca am considera cel mai mare numar prim reprezentabil.

Cantitatea d�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��q este adaugata in calcului lui h2 pentru a asigura ca totul ramine pozitiv, a.i. operatia modulo sa se comporte corect.  



Proprietate: Algoritmul Rabin-Karp are destul de probabil o complexitate timp liniara.



Observatii:	Evident, algoritmul are timpul proportional cu N+M, dar el gaseste doua siruri cu valori de dispersie egale.  In aceste conditii, trebuie sa comparam sablonul cu cele M caractere din sir, pentru cazul coliziunilor.  Deci, din punct de vedere teoretic, acest algoritm ar putea sa fie tot O(NM), in cazul cel mai defavorabil, in care toate sabloanele gasite ar fi coliziuni, ceea ce este foarte putin probabil, intrucit q este mare; rezulta ca, in practica, algoritmul foloseste un numar de N+M pasi. 

	Daca sablonul se cauta de mai multe ori, el poate fi considerat o cheie, iar textul poate fi organizat in stucturi eficiente de cautare, cum ar fi arbori binari, tabele de dispersie, etc.

2.7 Algoritmul “deplaseaza-aduna”

In anul 1992, Ricardo Baeza-Yates si Gaston Gonet au propus un algoritm pentru cautarea sabloanelor, care se poate generaliza usor la urmatoarele cazuri: 

1.		“Don’t care symbols”, deci identificarea cu orice caracter pe o pozitie

2.		Identificarea cu un caracter dintr-o clasa de caractere (un interval)

3.		Identificarea cu un caracter din complementul unei clase.

4.		Identificarea cu un numar dat K de nepotriviri

5.		Identificare a mai multor sabloane in paralel.



Ideea de baza a algoritmului este aceea de a reprezenta starea cautarii ca un numar, si fiecare pas in cautare (identificare) sa fie descris printr-un numar de operatii aritmetice si logice; acest lucru este posibil daca numerele folosite sint suficient de mari pentru a putea reprezenta toate starile posibile in cursul rularii.

Autorii au demonstrat ca, pentru sabloane mici, i.e. lungimea M a sablonului este limitata de o constanta, in cel mai defavorabil caz, algoritmul are o complexitate-timp proportionala cu lungimea textului, deci timpul de rulare este in cel mai rau caz O(N).  Spatiul suplimentar utilizat este O(|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|), unde �SYMBOL 229 \f "Symbol"� este alfabetul sirului, iar timpul dedicat preprocesarii sablonului este O(M+|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|), daca M �symbol 163 \f "Symbol" \s 11�� w, unde w este dimesiunea in biti a cuvintului-calculator.

Pentru sabloane fixe, autorii au demonstrat ca algoritmul are performante ceva mai bune decit algoritmul Knuth-Morris-Pratt, oricare ar fi dimensiunea sablonului, iar daca sablonul este scurt (M �symbol 163 \f "Symbol" \s 11�� 6), atunci performantele sint mai bune decit daca se foloseste algoritmul Boyer-Moore. 

In cazurile  generale (2-5) de mai sus algoritmul “deplaseaza-aduna” este mai rapid decit alte variante propuse, in special pentru (4).

Proprietatile algoritmului sint:

·		simplitate

·		nu se intoarce in sir, deci nu are nevoie de un buffer pentru text

·		poate fi executat in timp real

2.7.1 Descrierea algoritmului

Algoritmul se bazeaza pe teoria automatelor (la fel cu KMP) si exploateaza limitarea alfabetului (ca si BM).

Vom folosi urmatoarele notatii:

	a	- sirul (de lungime N)  in care se executa cautarea,

	p	- sablonul (de lungime M)

	i	- variabila cu care se indexeaza sablonul, i

	j	- variabila cu care se indexeaza textul,



In loc de a reprezenta starea globala a identificarii, se foloseste un vector cu M componente, care reprezinta cele M posibile stari in cautare: indexul i indica starea intre pozitiile 1…i ale sablonului si pozitiile (j-i+1)…j ale textului.

Intuitiv, ne putem gindi ca exista M comparatoare de siruri care ruleaza in paralel si citesc concurent aceeasi pozitie din sir.  Aceasta analogie, numita bit-parallelism, este utila in introducerea prezentarii algoritmului.

Fie {sij} multimea de stari (i=1..M) dupa citirea celui de al j-lea caracter din text (sir). sij reprezinta numarul de nepotriviri (mismatches) intre p1…pi si aj-i+1…aj (numarul de caractere diferite dupa comparatiile p1 cu aj-i+1, p2 cu aj-i+2, s.a.m.d.).  Atunci, daca sMj = 0, s-a gasit o potrivire cu textul, incepind din pozitia j-i+1.

�Fie sablonul ababc (M=5) si sa presupunem ca in text s-a ajuns la pozitia j-1 in cautare.  Atunci valorile sji-1 sint urmatoarele:



�i��i�sji-1��sablon�a�b a b c�1�1��sablon�a b�a b c �2�0��sablon�a b a�b c�3�3��sablon�a b a b�c�4�0��sablon�a b a b c��5�5��sir�c b b a b a b�a b c a b a����					j-1 - pozitia care se compara



Daca se avanseaza cu o pozitie in text, se obtin noi valori ale starilor, deci vectorul sij devine:

 

i��i�sji-1�Ti[a]�sij��a�b a b c�0�0����a b�a b c�1�1�0�0��a b a�b c�2�0�1�2��a b a b�c�3�3�0�0��a b a b c��4�0�1�4��c b b a b a b a�b c a b a�5�5�1�1��

Se defneste T[x], ca o tabela pentru care 

		Ti[x] = 	0, daca aj = pi , (x = aj este caracterul din sir)

			1, in caz contrar

Valorile lui T[a] sint prezentate mai sus.  Se observa ca exista relatia: 

		sij = sij--11 + Ti[aj], cu s0j = 0, �symbol 34 \f "Symbol" \s 11�� j �symbol 206 \f "Symbol" \s 11�� 1…N



Din acest motiv, algoritmul propus de Yates si Gonet se numeste deplaseaza-aduna (shift-add).



Sa presupunem ca avem o precizie aritmetica arbitrara, folosind un cuvint calculator de dimesiune w.  Sa presupunem ca avem nevoie de b biti pentru a reprezenta fiecare din valorile individuale ale starilor identificarii sij (evident, valoarea lui b depinde de lungimea sablonului).  Rezulta ca vectorul de stari se poate reprezenta eficient ca un numar in baza 2b astfel:

�embed Equation.2 ���



Pentru identificarea exacta a sablonului, b=1, deoarece avem nevoie numai de 1 bit, pentru a marca in sij daca ultimele i caractere au coincis sau nu, i.e. 



		   sij   = 0, daca p1…pi = aj-i+1…aj

			1, in caz contrar



Asa cum s-a spus, daca sMj = 0, atunci sablonul s-a suprapus perfect peste text. Considerind formula de mai sus, identificarea apare daca starej < 2M-1.

Pentru a actualiza starea dupa citirea unui nou caracter din sir, trebuie: 

a)	sa se deplaseze vectorul de stari cu b pozitii la stinga (spre indicele mare), pentru a arata ca am avansat cu o pozitie in text.  In practica, aceasta face s0j = 0.

b)	sa se actualizeze starile individuale in functie de noul caracter.  In acest scop se foloseste vectorul T (de dimensiune egala cu �SYMBOL 229 \f "Symbol"� ) ale carui valori sint obtinute prin preprocesrea sablonului, si un operator op pentru care, fiind data multimea curenta de stari si T, produce noua multime de stari.



Observatie:	Acest lucru este posibil numai daca operatorul nu produce, pentru fiecare stare individuala sij, un transport care sa afecteze starea sji+1.



In aceste conditii, fiecare pas schimba starea conform atribuirii 

		statej = (statej-1 �symbol 174 \f "MS LineDraw" \s 11�� b) op T[aj]. 

O posibila alegere a operatorului op pentru cazul identificarii excate este SAU logic.  Definitia vectorului T este urmatoarea:

			�embed Equation.2 ���

pentru �symbol 34 \f "Symbol" \s 11�� x �symbol 206 \f "Symbol" \s 11�� �symbol 83 \f "Symbol" \s 11��, unde �symbol 100 \f "Symbol" \s 11��(conditie) = 1 cind conditia este indeplinita si 0 in caz contrar.



Exemplu:	Considerind cazul b=1,  {a, b, c, d} si p = ababc, avem:

	T[a] = 11010		T[b] = 10101

	T[c] = 01111		T[d] = 11111, iar starea initiala este 11111



sir a	a	b	d	a	b	a	b	a	b	c

T[x]	11010	10101	11111	11010	10101	....	

stare	11110	11101	11111	11110	11101	.....

(11111)

2.7.2 Implementare

Programul va cauta toate aparitiile sablonului in text si va afisa numarul lor (0 pentru cazul in care sablonul nu este continut in text).  Se considera lungimea cuvintului (CUVINT) de 32, numarul de caractere din alfabet (MAXSIM) egal cu 128 si B egal cu 1.



int caut_shadd(char *p,char *a)



 {unsigned int state, lim, first, initial;

  unsigned int T[MAXSIM];

  int i, j, matches, M=strlen(p), N=strlen(a);



  if(M>CUVINT)

   {printf("\n Error: Utilizati dim. sablon<dim. cuvint\n");

    return -1;

   }



  /* preprocesare */



  for(i=0; i<MAXSIM; i++) T[i]=~0;

  lim=0;

  for(i=0,j=1; i<M; i++,j<<=B)

   {

    T[p[i]] &= ~j;

    lim |= j;

   }

  lim = ~(lim>>B);



  /* cautare */

  matches=0;  initial = ~0;  first=p[0];

  i=0;

  while (i<N)

   {

    while(i<N && a[i]!=first)

     i++;

    state=initial;

    do

     {

      state=(state<<B) | T[a[i]];

      if (state<lim)

        matches++; /* identificare pe poz i-M+1 */

      i++;

     } while(state!=initial);

   }

  return matches;

}

Complexitate

Este nevoie de b�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��M�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��| biti suplimentari de memorie si daca b�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��M �symbol 163 \f "Symbol" \s 11�� w, atunci este nevoie de  |�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��| cuvinte de memorie suplimentare.  Construirea tabelei T, deci etapa de preprocesare, se face intr�un timp

 �embed Equation.2 ���



Complexitatea cautarii, pentru cazul cel mai nefavorabil si pentru cazul mediu este

�embed Equation.2 ���

unde �embed Equation.2 ��� este timpul necesar calculului unui numar constant de operatii cu intregi de M�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��b biti, folosind un cuvint de lungime w biti.

In practica (sabloane de 32 sa 64 biti), timpul mediu si cel mai nefavorabil este O(N).



Observatie:	Pentru fiecare tip de sablon se aleg valori corespunzatoare pentru b si op. De exemplu b nu va mai fi 1 in cazul in care sintem interesati de o identificare a sablonului, cu cel mult K nepotriviri.

2.7.3 Extinderea algoritmului la identificarea claselor de sabloane

Sablonul, in aceasta varianta, reprezinta o clasa de sabloane, descrisa prin:

·	x, un caracter din alfabetul �symbol 83 \f "Symbol" \s 11��.

·	*, un caracter special care poate identifica orice caracter din �symbol 83 \f "Symbol" \s 11��.

·	[x1x2…xn], aceasta notatie arata ca in aceasta pozitie poate apare oricare din caracterele enumerate. 

·	{x1} sau {x1x2…xn}, aceasta notatie arata ca in aceasta pozitie poate apare orice caracter care apartine alfabetului si nu este inclus in enumerare (complementul caracterului/clasei de caractere). 



Exemplu:	�symbol 83 \f "Symbol" \s 11�� = {a, b, c, d}.  Sablonul [Aa]b{b}*{bd} se potriveste peste (sub)sirurile Abaca, abcda, dar nu si peste abbac sau ababb.



In acest caz exista doua dimensiuni: lungimea M a sablonului si dimensiunea descrierii sablonului, notata cu M1.  In exemplu de mai sus M= 5, iar M1 = 13.

Pentru a putea aplica algoritmul in acest caz, trebuie facut un singur lucru: modificarea tabelei T astfel incit, pentru fiecare pozitie din sablon, sa se tina cont de toate caracterele din clasa specificata.  Noua definitie a lui T este:



			�embed Equation.2 ���

unde clasai este clasa de caractere specificata pe poitia i din sablon (nu de pozitia din descriere).



Exemplu:	�symbol 83 \f "Symbol" \s 11�� = {a, b, c, d}.  Sablonul este a{b}[ab]b{abc}. Aici M = 5 si M1 = 15.

	T[a] = 11000		T[b] = 10011

	T[c] = 11101		T[d] = 01101



Algoritmul pentru calculul lui T in acest caz este:

valinit �SYMBOL 172 \f "Symbol"� 111...111 (w biti)

for i = 1 to M do

  if p1 = ‘*’ sau pi este un complement

    then valinit �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� valinit & 111…0i…111

endfor

for i = 1 to |�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��| do 

  T[xi] �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� valinit

endfor

for i = 1 to M do 

  foreach x �symbol 206 \f "Symbol" \s 11�� pi do

    if pi este un complement

      then T[x] �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� T[x] | 000…1i…000

      else T[x] �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� T[x] & 111…0i…111

  endforeach

endfor



Tema:	Sa se modifice functia de initializare a lui T a.i. functia de cautare sa accepte si descrieri ale sablonului de tipul [x1..xn] si {x1..xn} (adica clasele definite prin interval si nu prin enumerare).



Observatii:	

·	Extinderea algoritmilor KMP sau BM la acest caz nu este posibila.  Exista o versiune de BM (datorata lui Horspool) care acepta astfel de descrieri, dar este complicata si are timpul cel mai nefavorabil O(MN).

·	Algoritmul RK poate fi utilizat (prin maparea unei clase de caractere la un singur caracter), dar aceasta este o abordare probabilistica si dupa fiecare identificare trebuie verificat sablonul cu locul in care a aparut identificarea.  Timpul pentru acest algoritm este in acest caz O(N+M+MK), unde K este numarul de identificari.  Potential, algoritmul RK este O(N), dar in practica este destul de consumator de timp, datorita numarului mare de inmultiri si operatii modulo.  



Complexitatea timp a preprocesarii in algoritmul deplaseaza-aduna (singura care se modifica) este �embed Equation.2 ���.  Teoretic, ar fi trebuit sa fie �embed Equation.2 ���, dar se obtine timpul mentionat prima oara, deoarece, la inceput, T[x] se initializeaza cu 0 pentru pozitiile corespunzatoare metacaracterelor * si {…}.  Cazul cel mai nefavorabil apare cind dimensiunea sablonului este M1 = M�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|, dar de cele mai multe ori cele doua lungimi sint comparabile.

2.7.4 Extinderea algoritmului pentru o identificare a sablonului cu maximum K nepotriviri

Primul algoritm eficient pentru aceasta situatie a fost gasit de Landau si Vishkin, dar foloseste un spatiu suplimentar de O(N+M), iar timpul este O(K(N+M�symbol 250 \f "MS LineDraw" \s 11��logM)).  Un alt algoritm a fost introdus de Galil si Giancardo si care are performante comparabile ca timp de rulare, dar constantele care intervin in calcule sint mai mari, ceea ce il face mai lent decit cel al lui Landau.

Adaptarea algoritmului

In acest caz apare necesitatea memorarii efective a numarului de nepotriviri.  Fiecare stare individuala poate fi reprezentata printr-un numar O(logM) biti.  Avem:

·	b = [log2(M+1)]

·	daca sMj �symbol 163 \f "Symbol" \s 11�� k, am gasit o identificare cu maximum k nepotriviri

·	operatorul op este adunarea

Imbuntatire

Deoarece ne intereseaza sa numaram numai pina la k nepotriviri, este suficient sa alegem numarul b ca fiind [log2(k+1)] + 1.  Apare insa problema transportului generat pentru anumite adunari.  Se considera un bit de depasire (overflow) pentru fiecare stare, in care se memoreaza depasirea; deci se creeaza un vector de depasiri care este prelucrat la fel ca si vectorul de stari.  Se aplica aceleasi formule pentru calculul lui starej si T[x].  In acest caz, conditia de aparitie a unei identificari este sjM + overfj < 2b(M-1). 

Daca, de exemplu, b=4 si w=32, se poate merge pina la M=8.

Starea initiala se considera 000…00, iar overflow-ul initial b+1 b+1…b+1

Exemplu:	Pentru sablonul ababc peste alfabetul {a, b, c, d}, si cu T construit anterior se obtine k = 2, b = 3, starea initiala 00000, overflow initial 44444, si se gaseste o identificare daca sjM + overfj < 23(M-1)



sir	a	b	d	a	b	a	b	a	b	c

T[x]	11010	10101	11111	11010	10101	11010	10101	11010	10101	01111

stare	11010	20201	13121	02220	32301	30020	10301	10020	10301	00121

overf	44440	44400	44000	40000	00000	04000	4000	04000	40000	40000



starej+1 = (starej �symbol 174 \f "MS LineDraw" \s 11�� b) + T[xj+1]



Algoritmul este:

mask �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� 1Mb0…0…12b0…01b0…0

lim  �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� (k+1) << (M-1)*b

stare �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� 0

for i = 1 to N do

  stare �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� (stare<<b) + T[ai]

  overf �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� (overf<<b) | (stare & mask)

  stare �symbol 172 \f "Symbol" \s 11�� stare&~mask

  if (stare+overf) < lim

    then identificare la pozitia i-M+1

endfor



Daca se poate intotdeauna reprezenta M intr-un cuvint-masina, atunci algoritmul are un timp de preprocesare O(|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|+M) si necesita in plus O(|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|) biti (in general, O(|�symbol 83 \f "Symbol" \s 11��|MlogM)).
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