1 Complexitatea algoritmilor


	1.1 Analiza algoritmilor





Problemele pe care le rezolvam au o “dimensiune” N, de obicei cantitatea de date care se prelucreaza. Resursele utilizate (de cele mai multe ori timpul necesar) se descriu ca o functie de N.


Ne intereseaza:


    - timpul mediu (average case) de prelucrare a unor date de intrare tipice


    - timpul cel mai nefavorabil (worst case) de prelucrare al celui mai nefavorabil caz pentru datele de intrare.


Unii algoritmi au performante cunoscute (determinate prin formule matematice, pe baza unor cantitati fundamentale). Altii au performante nestabilite - analiza lor duce la probleme matematice nerezolvate sau tipul datelor de intrare nu poate fi caracterizat.


Multe programe pot depinde substantial de datele de intrare, iar timpul mediu poate fi numai o functie matematica abstracta.








	1.2 Abordarea in analiza





(a)	 Se cauta o limita a performantei prin demonstrarea faptului ca timpul de executie este intotdeauna mai mic decit o limita superioara, indiferent de intrare, si apoi se incearca deducerea timpului mediu de rulare pentru o intrare aleatoare.





(b)	Se identifica operatiile abstracte pe care este bazat algoritmul pentru a separa analiza de implementare. De exemplu, cite comparatii se fac intr-o operatie de sortare, pentru a calcula timpul de executie indiferent de calculator. Desi numarul de operatii abstracte dintr-un algoritm poate sa fie mare, in general performantele depind numai de unele din acestea. 





(c)	Analiza matematica in sine pentru a determina timpul mediu si timpul cel mai lung (cel mai nefavorabil. De obicei este mai usor de gasit timpul cel mai nefavorabil, deoarece timpul mediu necesita abordari matematice complexe.


In general sintem interesati intr-o estimare a performantelor algoritmilor, si nu in analiza lor detaliata. Exista zicala celebra “90% din timpul de rulare a unui program este dat de executia a 10% din cod”.








	1.3 Clasificarea algoritmilor





	  Se noteaza cu N numarul datelor de intrare (N poate fi gradul unui polinom, dimensiunea unui fisier de sortat sau cautat, numarul de noduri dintr-un graf etc.). Virtual, aproape toti algoritmii comuni au timpii de executie proportionali cu una din urmatoarele functii:


	


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� constant	- Cele mai multe instructiuni dintr-un program sint executate o data sau de cel mult citeva ori.


· logN	- Timp logaritmic. Baza logaritmului nu este esentiala; de exemplu, daca N=1000, atunci log10N=3, log2N �symbol 64 \f "Symbol" \s 10��10; log N se dubleaza numai daca N creste de la N la N2. Acest caz apare in general la programele care rezolva problema prin reducerea ei la subprobleme mai mici.


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� N	- Timp liniar. Este cazul in care se prelucreaza fiecare data de intrare. Acesta este timpul optim pentru un algoritm care trebuie sa prelucreze N intrari si sa produca N iesiri.


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� NlogN	- Este cazul in care un algoritm rezolva problema prin divizare in subprobleme, rezolva independent subproblemele si apoi combina solutiile. Se numeste liniaritmetic.


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� N2		- Timp patratic. Se poate folosi in practica numai pentru probleme medii. 		Apare tipic in algoritmi care prelucreaza toate perechile de date de intrare 		(de ex. in doua bucle imbricate).


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� N3              - Timp cubic. Apare la algoritmi care prelucreaza triplete de date de intrare (trei bucle imbri-cate). Se foloseste numai in probleme de mica dimensiune; daca N=100 rezulta un timp de rulare de 1.000.000; daca N se dubleaza, timpul creste de opt ori.


�symbol 183 \f "Symbol" \s 10�� 2N                 - Timp exponential. Exista un numar limitat de algoritmi exponentiali care se folosesc in prac-tica, desi acesti algoritmi apar in mod natural ca solutii prin forta bruta (brute force) a problemelor. Un exemplu: sortarea prin generarea permutarilor secventei de sortat.


 


Timpul de executie a unui program este de obicei o constanta inmultita cu una din functiile de mai sus, plus o alta constanta (termen mai mic): C1 * f(N) + C2.  C1 si C2 depind de rezultatul analizei si de detaliile de implementare. In general C1 depinde de numarul de instructiuni din bucla cea mai adinca, de aceea este bine sa se limiteze acest numar. Pentru probleme de dimensiuni foarte mari efectul termenului de baza f(N) este dominant, altfel conteaza si C1 si C2.


Pe linga functiile enumerate mai sus, mai pot apare si altele. De exemplu, un algoritm cu N2 intrari care are un timp de rulare proportional cu N3 este clasat ca N2/3. Alti algoritmi implica doua etape ale descompunerii problemei, ceea ce duce la un timp de rulare proportional cu Nlog2N. Ambele functii pot fi considerate mai aproape de NlogN decit de N2, daca N este mare. In acelasi timp, pentru valori nu foarte mari ale lui N, algoritmul cu timp de executie proportional cu functia mai costisitoare poate fi mai bun. De exemplu, pentru N = 100000, N3/2 > Nlog2N, dar N3/2 < Nlog2N daca N = 10000.





	1.4 Complexitatea calculului, O(F(N))





O abordare in studiul performantelor algoritmilor este studiul cazului cel mai nefavorabil (worst case), ignorind factorii constanti, pentru a determina dependenta functionala intre timpul de executie si nr de intrari. Aceasta abordare este atractiva, deoarece permite demonstrarea matematica a valorilor timpilor de executie (De ex. algoritmul Merge Sort are timpul de executie garantat proportional cu NlogN).


Ce inseamna notiunea “a fi proportional cu” ?  Ideea este de a ignora factorii constanti in analiza: vrem sa stim daca timpul este proportional cu N, cu logN, etc, indiferent de calculator sau de implementarea folosita.


Din punct de vedere matematic, aceasta proportionalitate se exprima prin “notatia O mare” (big Oh notation).





DEFINTIE: O functie g(N) se spune a fi O(F(N)) daca exista constantele pozitive C0 si N0 astfel incit g(N) < C0 *f(N), pentru (�symbol 34 \f "Symbol" \s 10��)N > N0.





Informal, aceasta definitie cuprinde notiunea “a fi proportional cu” si nu necesita considerarea detaliilor particulare de implementare.


Notatia O este utila pentru a exprima limita superioara a performantelor unui algoritm, independent de structura datelor de intrare si de implementare.


Scopul studiului complexitatii algoritmilor este acela de a arata ca timpul de executie este O(f(N)) pentru o functie f  (si ca nu exista nici o functie g(N) “mai mica” decit f), adica lim g(N)|f(N) = 0.


Se poate vorbi si despre o limita inferioara a performantelor unui algoritm, �symbol 87 \f "Symbol" \s 10��(f(N)) (“big omega”), ceea ce inseamna ca exista o constanta pozitiva C0 astfel incit g(N) �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� f1(N) pentru un numar infinit de mare de valori ale lui N. Este mai complicat de determinat limita inferioara. Daca studiile computationale demonstreaza ca limita superioara este egala cu cea inferioara, atunci este inutil sa cautam un algoritm mai rapid. La interpretarea rezultatelor estimarii lui O trebuie avute in vedere urmatoarele aspecte:





(a) O(f(N)) este o limita superioara si, in realitate, poate fi mult mai scazuta;


(b) intrarea ce determina cazul cel mai nefavorabil poate sa nu apara niciodata in practica;


(c) constanta C0 nu se cunoaste si s-ar putea sa nu fie mica;


(d) constanta N0 nu se cunoaste si s-ar putea sa nu fie mica.





(a) Faptul ca se demonstreaza ca tipul este proportional cu O(f(N)) nu implica intr-adevar ca rularea va dura atit, ci ca nu va dura mai mult. Timpul real poate fi de cele mai multe ori, pentru anumiti algoritmi, mult mai scazut.


(b) Pe de alta parte, anumiti algoritmi cunoscuti si foarte utilizati au un timp nefavorabil prost; de exemplu Quick Sort are O(N2), dar se poate face ceva astfel incit, pentru datele de intrare intilnite in practica, sa fie proportional cu NlogN - timpul mediu. 


(c)+(d) Constantele C0 si N0 implicate in notatia O pot ascunde detalii de implementare care sint importante in practica. De exemplu, daca se determina pentru un algoritm O(f(n)), nu se poate spune nimic despre timpul de executie in cazul N < N0
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Functia N3/2, care ar putea fi considerata cea mai proasta dintre toate, este de fapt printre cele mai mici pentru N mic, si este mai mica decit Nlog2N pina la N > 10000. Astfel de programe nu pot fi comparate cu acuratete fara a studia si factorii constanti si detaliile de implementare.





	1.5 Analiza cazului mediu





Alta posibilitate este examinarea timpului mediu (“average case”). Se calculeaza in medie de cite ori se executa o instructiune; timpul mediu este numarul de executii inmultit cu timpul de executie al instructiunii. Metoda presupune calcule dificile, deoarece  (a) este greu de determinat timpul de executie a unei instructiuni pe anumite calculatoare; (b) necesita modele matematice complicate; (c) modelul intrarii poate fi greu de facut.


Se poate modela usor intrarea unui algoritm de sortare a N inregistrari, un algoritm de prelucrare a N puncte din plan, etc, dar problema se complica in cazul in care se analizeaza un text in limbaj natural.








	1.6 Aproximarea calculului de complexitate





Fie doua programe P1 si P2 cu timpii de executie T1 si T2, unde T1(N)  = O(f(N)) si T2(N) = O(g(N)). Daca se considera programul format din P1 apoi P2, timpul de executie total este O(max(f(N), g(N))).


  Justificare:


T1(N) �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� C1 f(N),    N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� N1


T2(N) �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� C2 g(N),   N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� N2


T1(N) + T2(N) �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� C1 f(N) + C2 g(N),   N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� max(N1, N2)


T1(N) + T2(N) �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� (C1 + C2) max(f(N), g(N))





  Alte cazuri:  


	�symbol 183 \f "Symbol" \s 10��  O(f(N) + g(N)) = O(f(N)),  dacã g(N) �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� f(N), �symbol 34 \f "Symbol" \s 10��N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10��N0


	�symbol 183 \f "Symbol" \s 10��  O(C f(N)) = O(fN)), unde C este o constantã pozitivã


	�symbol 183 \f "Symbol" \s 10��  T1 cu O(f(N)) si T2 cu O(g(N)) �symbol 222 \f "Symbol" \s 10�� T1 * T2 = O(f(N) g(N)), de exemplu


	    T1(N) = N, T2(N) = (N-1)/2, T1(N) * T2(N) = O(N2/2) = O(N2)








	1.7 Algoritmi recursivi





Asa cum se stie, un numar mare de algoritmi se bazeazã pe principiul descompunerii recursive a unei probleme mari in subprobleme, folosind solutiile acestora pentu a o rezolva. Timpul de executie pentru acesti algoritmi este determinat de dimensiunea si numãrul subproblemelor, precum si de costul descompunerii. Vom studia citeva cazuri care apar mai frecvent in algoritmii recursivi.


Natura unui program recursiv impune faptul ca timpul de executie pentru o intrare de dimensiune N depinde de timpul de executie pentru intrari mai mici, cee ce ne conduce la relatii de recurenta; aceste formule descriu cu precizie performantele algoritmilor corespunzatori. Pentru a determina timpul de rulare trebuie sã rezolvãm relatia de recurentã. (CN = complexitatea pentru o intrare de dimensiune N)


 


Exemplul 0.	 CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� N


La fiecare apel recursiv se elimina cite un element de intrare, (CN = CN-1+1); de pilda:





		int sum(int n)


		 { if (n==) return 1;


		   return n+sum(n-1);


		 }





Exemplul 1.	CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� N2/2


Formula de recurentã ce apare in program necesitã parcurgerea intrãrii si eliminã un element la fiecare apel recursiv. (CN = CN-1 + N, pentru N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� 2, cu C1 = 1)





		bubble(int a[], int N) /* bubble sort recursiv */


		  { int i, t;


		    if (N>=1)


			{ for (I=2; i<=N; I++)


			    if (a[i-1]>a[i])


				{ t=a[i-1];


				  a[i-1]=a[i];


				  a[i]=t;


				}


			   bubble(a, N-1);


			}


		   }





Exemplul 2.	CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� logN


Algoritmul injumãtãteste intrarea la fiecare apel recursiv. (CN = CN/2  + 1, pentru N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� 2, cu C1 = 0). Sã presupunem cã N = 2n �symbol 222 \f "Symbol" \s 10�� C2n = C2�symbol 252 \f "MS LineDraw" \s 10��-1 +1 = C2n-1 + 1 + 1 = ... = C20 + n = n. Inseamna ca in general solutia pentru un N depinde de proprietatile repezentarii binare a lui N, dar Cn �symbol 187 \f "Symbol" \s 10�� logN, �symbol 34 \f "Symbol" \s 10��N.





	int binsearch(int a[], int key, int l, int r)


	  { int x;


	    if (r>=l)


		{ x=(l+r)/2;


		  if (key==a[x]) return x;


		  if (key<a[x]) binsearch(a, key, l, x-1);


		    else binsearch(a, key, x+1, r);


		}


	    return -1;


	  }





Exemplul 3.	CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� 2N


Un program care isi injumatateste intrarea la fiecare apel recursiv, dar poate necesita prelucrarea (examinarea) fiecarui element din intrare. (CN = CN/2 + N, pentru N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� 2, cu C1 = 0). Formula de recurenta conduce la suma infinitã N + N/2 + N/4 + ..., care tinde la 2N, cind N tinde la infinit. In cazurile aparute in practicã rezultatul precis depinde de reprezetarea binara a lui N.





Exemplul 4.	CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� 2N


Relatia apare intr-un program recursiv ce isi imparte intrarea in doua parti la fiecare pas si apoi prelucreaza recursiv fiecare parte (“Divide and conquer”). Relatia de recurenta: CN = 2 CN/2 + 1, pentru N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� 2, cu C1 = 0.





	rigla(int l, int r, int h


/* Desenarea marcajelor pe o rigla */


	 { int m = (l+r)/2;


	   if (h>)


	     { mark(m, h);


		 rigla(l, m, h-1);


		 rigla(m, r, h-1);


	     }


	 }





Exemplul 5.	CN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� NlogN


Relatia apare intr-un program recursiv care isi imprte intrarea in doua parti la fiecare pas si prelucreaza recursiv fiecare parte, facind si o trecere liniara peste intrare, fie inainte, fie dupa divizarea intrarii. Relatia de recurenta este: CN = 2 CN/2 + 1, pt N �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� 2, cu C1 = 0. Acesta este cazul tipic pentru algoritmii “Divide and conquer”.





  Pentru N = 2n avem: C2n = 2 C2n-1 + 2n  �symbol 222 \f "Symbol" \s 8�� C2n / 2n = C2n-1 / 2n-1 + 1 = C2n-2 / 2n-2 + 1 = . . . = n 





	quicksort(int a[], int l, int r)


	  { int i;


	    if (r>l)


		{ i = partitionare(l, r);


		  quicksort(a, l, i-1);


		  quicksort(a, i+1, r);


		}


	  }





Aici N este costul examinarii element, folosind indiciile de partitionare. Algoritmul necesita 2NlogN comparatii. 


 Urmatorul exemplu arata calcularea recursiva a numarului lui Fibonacci:





	int fib(int N)


	 { if (N<=1) return 1;


	   return fib(N-1) + fib(N-2);


	 }





Numarul de apeluri pentru a calcula fib(N) este numarul de apeluri pentru calculul lui fib(N-1) la care se adauga apelurile pentru calcularea lui fib(N-2), in cazul cind N > 1. Aceasta relatie defineste numerele lui Fibonacci. Se cunoaste ca FN �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� �symbol 70 \f "Symbol" \s 10��N = numarul de apeluri necesare pentru calcularea fib(N),  unde �symbol 70 \f "Symbol" \s 10���symbol 187 \f "Symbol" \s 10��1.61803 (“numarul de aur”), deci timpul acestui algoritm este exponential.





Se spune despre un dreptunghi ca este “de aur” daca verifica relatia:





�embed Equation.2 ���    Daca latimea este 1, atunci �symbol 106 \f "Symbol" \s 8�� = 1 + 1/, ceea ce inseamna ca �symbol 106 \f "Symbol" \s 8�� = 1.161803








	1.8 Probleme NP-complete





·	Exista multe probleme practice care nu admit solutii eficente.


·	Pentru o mare clasa de problme nu putem spune nici macar daca exista sau nu o solutie eficienta.


·	Ceea ce s-a rezolvat dupa multe cercetari a fost dezvoltarea de mecanisme prin care probleme noi au fost clasificate “la fel de dificile” ca ca probleme vechi, cunoscute a fi grele.


·	Uneori, separarea dintre problemele “grele” si cele “usoare” tine de un detaliu. De exemplu:  gasirea celui mai scurt drum dintre doua noduri x si y ale unui graf ponderat admite o solutie eficienta, pe cind gasirea celui mai lung drum (fara cicluri) intre doua noduri x si y intr-un graf ponderat nu se stie daca admite o solutie eficienta. Pina acum, singura solutie este verificarea tuturor posibilitatilor (i.e. a tuturor drumurilor). Diferenta este si mai mica daca punem probleme similare, dar cu raspuns de tip DA / NU:


	Problema usoara: “Exista o cale de la x la y cu cost �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� M ?


	Problema grea:     “Exista o cale de la x la y cu cost �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� M ?





Cautarea in latime pe graf duce la gasirea unei solutii pentru prima problema in timp liniar, dar toti algorimii cunoscuti pentru a doua problema au timp exponential (care necesita un timp de rulare proportional cu 2N, unde N ese dimensiunea intrarii (inlocuirea lui 2 cu orice alt numar �symbol 97 \f "Symbol" \s 10�� > 1 nu schimba nimic). Aceasta inseamna ca un algoritm cu timp exponential, pentru o problema de dimensiune 100 este inefectiv, deoarece nu se poate astepta executia a 2100 pasi, indiferent de viteza calculatorului. 








	1.8.1 Algoritmi de timp polinomial, detrminist si nedeterminist





Algoritmii “eficienti” au proprietetea ca timpul lor de rulare este limitat superior de o putere a dimesiunii problemei de intrare (TN �symbol 163 \f "Symbol" \s 10�� Np), pe cind cei “ineficienti” sint caracterizati de o limita inferioara de tip exponential (TN �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� eN).  Ne intereseaza identificarea algoritmilor garantati a se executa intr-un timp proportional cu un polinom care are ca argument dimensiunea intrarii. Se poate folosi o schema de codificare adecvata a intrarii algoritmului, de exemplu numarul de biti necesari pentru a o reprezenta. Orice problema care poate fi rezolvata printr-un astfel de algoritm se spune ca apartine lui 





    P:	multimea tuturor problemelor ce pot fi solutionate prin algoritmi deterministi, in timp polinomial.





Prin algoritm determinist se intelege faptul ca la orice moment, indiferent de etapa la care se afla, algoritmul are numai un singur lucru de executat in pasul urmator (are o singura posibilitate de evolutie). Sortarea prin insertie, de pilda, apartine multimii P (timpul de rulare este �symbol 126 \f "Symbol" \s 10�� N2).





Un algoritm este nedeterminist daca exista stari in care sint posibile mai multe variante (aparent la fel de bune)  de continuare a executiei; se alege aleator una dintre ele si se verifica daca intr-adevar conduce la  gasirea solutiei.


Se defineste multimea 


NP:	multimea tuturor problemelor ce pot fi rezolvate prin algoritmi nedeterministi, in timp polinomial.


Evident, orice problema din P este de asemenea si in NP. Se pare insa ca exista probleme care sint in NP fara a fi in si P. De exemplu versiunea DA / NU a determinarii celei mai lungi cai intr-un graf este de in NP. Un alt exemplu este problema realizabilitatii: se da o expresia logica de forma 





(x1 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x3 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x5) �symbol 217 \f "Symbol" \s 10�� (x1 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x2 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x4) �symbol 217 \f "Symbol" \s 10�� (~x3 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x4 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x5) �symbol 217 \f "Symbol" \s 10�� (x2 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� ~x3 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� x5)





unde xi reprezinta variabile booleene, problema revine la a determina daca exista o asignare de valori ADEVARAT / FALS pentru variablele de mai sus, astfel incit expresia sa fie adevarata (sa fie realizabila - intr-o anume interpretare).


Pina acum nu s-a putut demonstra ca o problema din NP nu este in P si nici ca o astfel de problema exista. Cu alte cuvinte nu se stie daca NP = P sau nu. Situatia este destul de neplacuta, deoarece multe probleme practice sint in NP, dar ar putea foarte bine sa fie si in P. Deoarece nu s-a demonstrat ca o problema nu apartine lui P se mai cauta inca solutii eficiente. Daca s-ar putea demonstra, am abandona cautarea. De fapt, nimeni nu crede ca NP = P, din nefericire nimeni n-a reusit sa demonstreze acest lucru.


In continuare vom da o lista de probleme ce sint in NP (nu se stie daca sint in P sau nu) - ele pt fi rezolvate in timp polinomial pe o masina nedeterminista, dar nu s-a gasit un algoritm eficient pe o masina determinista. Ele formeaza o clasa de echivalenta: daca una dintre ele poate fi rezolvata eficient, atunci toate pot fi rezolvate la fel. Se poate demonstra echivalenta problemelor NP-complete din punct de vedere al algoritmilor de rezolvare. Pentru o problema-NP noua se transforma o particularizare a acesteia intr-o problema-NP veche printr-un algoritm polinomial. 


Pentru a demonstra ca o problema din NP este NP-completa este necesar numai sa se demonstreze ca o problema NP-completa (cunoscuta a fi ca atare) poate fi transformata (redusa) polinomial la problema initiala. Exemplu:


Problema comis-voiajorului: Dindu-se o multime de orase si distantele dintre ele, sa se gaseasca un drum de lungime limitata superior (sau de lungime minima), care sa treaca prin toate orasele.


Ciclul hamiltonian: Dindu-se un graf, sa se gaseasca un ciclu ce include toate nodurile.


Presupunem cunoscut faptul ca problema ciclului hamiltonian este NP-completa si dorim sa vedem daca cea a comis-voiajorului este NP-completa. Se considera o instanta a primei probleme si se construieste o instanta a celei de a doua, folosind nodurile grafului pentru orase; lungimile drumurilor dintre orase se considera 1, daca exista un arc intre cele doua noduri corespunzatoare ale grafului, si 2, daca cele doua noduri nu sint conectate direct. Apoi se cere sa se gaseasca un ciclu cu lungimea mai mica sau cel mult egala cu N, unde N este numarul de noduri din graf. Acest ciclu trebuie sa corespunda chiar unui ciclu hamiltonian, adica problema ciclului hamiltonian se reduce la cea a comis-voiajorului, deci NP-completitudinea primei o implica pe cea a celei de a doua. Alte reduceri, pentru probleme mai putin asemanatoare, sint mai dificile. 


  Si totusi a trebuit sa existe o problema pentru care s-a demonstrat direct ca este NP-completa.





Teorema lui S.A. Cook (1971) - algoritm de realizabilitate. Cook a construit o masina Turing nedeterminista pentru a simula rezolvarea acestei probleme.





	1.8.2 Modelul formal al problemelor NP-complete





Modelul formal fundamental al problemelor NP-complete este Masina Turing nedeterminista. O Masina Turing Nedeterminista (MTND) are un sir finit de miscari pe care le poate executa din fiecare stare. Un sir de intrare x este acceptat daca exista cel putin o secventa de miscari pentru care, cu x ca intrare, se ajunge intr-o stare finala.


Pentru o intrare x ne putem gindi la o MTND ca executind toate secventele de miscari in paralel, fie pina cind ajunge intr-o stare finala, fie pina cind nu mai poate executa nici o miscare. Aceasta revina la a spune ca dupa i miscari, exista un numar de copii ale masinii. Fiecare copie reprezinta o stare in care a ajuns masina dupa aceste miscari. La a (i+1)-a miscare, o copie a masinii se transforma in j copii, daca exista j miscari posibile.





	MTND = (Q, T, I,�SYMBOL 100 \f "Symbol"�, b, q0, qf), cu �SYMBOL 100 \f "Symbol"�: Q x Tk �SYMBOL 174 \f "Symbol"�P (Q x (T x {L, R, S})k)





Se spune ca o MTDN este de complexitate timp T(N) daca pentru orice sir de intrare de lungime N exista o secventa de cel mult T(N) miscari ce duce la o stare finala. MTND este de complexitate spatiu S(N) daca pentru orice sir de intrare de lungime N acceptat, exista o secventa de miscari care duc la o stare finala in care cel mult S(N) celule diferite de pe banda au fost inspectate.


Se defineste P ca fiind multimea limbajelor care sint acceptate de o MTD de o complexitate timp polinomiala.


Se defineste NP ca fiind multimea limbajelor care acceptate de o MTND de complexitate timp polinomiala.





Un limbaj L0 din NP este NP-complet (complet nedeterminist in timp polinomial) daca este satisfacuta urmatoarea conditie: Daca se da un algoritm determinist de complexitate timp T(N) �symbol 179 \f "Symbol" \s 10�� N pentru a recunoaste L0, atunci pentru orice limbaj L din NP se poate gasi un algoritm determinist de complexitate timp t(pL(N)), unde pL este un polinom ce depinde de L. Se spune ca L este reductibil la L0. Un mod de a demonstra ca un limbaj L0 este NP-complet este de a arata ca L0 este NP si ca orice limbaj L din NP poate fi “transformat polinomial” in L0.


Se spune ca un limbaj L este transformat polinomial intr-un limbaj L0, daca exista o MTD de timp polinomial care converteste fiecare sir w din alfabetul T al lui L intr-un sir w0 in alfabetul T0 lui L0, astfel incit w �symbol 206 \f "Symbol" \s 10�� L  �symbol 219 \f "Symbol" \s 10��  w0 �symbol 206 \f "Symbol" \s 10�� L0





	1.8.3 Limbaje si probleme





Problemele pot fi vazute ca probleme de recunoastere a limbajelor. De exemplu consideram probleme care necesita un raspuns de tip DA / NU pentru fiecare instanta. Se poate codifica fiecare instanta a unei astfel de probleme ca un sir si reformula problema initiala intr-una de recunoastere a limbajului format din toate sirurile care reprezinta instantele pentru care raspunsul este da.


Pentru a face explicita relatia problema-limbaj, se defineste o reprezentare standard a problemei:


1.	Intregii se reprezinta zecimal.


2.	Grafurile cu n noduri vor avea nodurile reprezentate prin intregii 1, 2, ... n - numere zecimale. Un arc este reprezentat ca sirul (ipiq), unde ip si iq sint reprezentarile zecimale ale nodurilor p si q legate de arc.


3.	Expresiile booleene cu n variabile propozitionale se reprezinta ca siruri, in care conjunctia se noteaza AND, disjunctia OR si negatia NOT, iar intregii 1, 2, 3 ... n reprezinta variabile propozitionale.





Exemplul 1: Un K-clique intr-un graf G este un subgraf complet (orice pereche de puncte din subgraf este legata de un arc) al lui G cu K noduri. Problema-clique este: fiind dat un graf G si un intreg K, sa se spuna daca G contine un K-clique.











�EMBED MSDraw   \* mergeformat���		Instanta pentru K = 3:


3 (1, 2) (1, 4) (2,3), (2, 4) (3,4) (3,5) (4,5)


Limbajul L reprezentind problema clique este multimea de siruri de forma 


K (i1, j1) (i2, j2) (im, jm). 


Pentru acest graf exista 3 3-clique: {v1, v2, v4}, {v2, v3, v4} si (v3, v4, v5}





  O MTND poate ghici cele K noduri care vor fi in subgraful complet si apoi sa verifice daca exista un arc intre ele in O(N3) pasi, unde N este lungimea instantei sirului de intrare. Toate subseturile de K noduri sint verificate in paralel, prin copii independente ale masinii (observam puterea nedeterminarii !)





Exemplul 2:  Problema realizabilitatii pentru (p1 �symbol 218 \f "Symbol" \s 10�� p2) �symbol 217 \f "Symbol" \s 10�� p3, in notatia (1 + 2) * 3, unde i reprezinta variabila pi. Limbajul L consta in toate sirurile reprezentarii expresiei booleene realizabile (acelea pentru care asignari de valori 0 si 1 fac expresia sa ia valoarea 1). Un algoritm nedeterminist care accepta L incepe prin a ghici o atribuire de 0 si 1 variabilelor de intrare.





 


	1.8.4 Citeva probleme din NP





1.	Este o expresie booleana data realizabila ?


2.	Exista un clique de dimensiune k intr-un graf neorientat dat ?


3.	Exista o acoperire de noduri de dimensiune k intr-un graf neorientat ? (Dindu-se un graf G = (V, E), o acoperire de noduri este un subset S �symbol 205 \f "Symbol" \s 10�� V astfel incit fiecare arc din G esteincident intr-un nod din S.)


4.	Dindu-se un graf neorientat, exista un ciclu hamiltonian continut in el ?


5.	Este un graf neorientat colorabil cu k culori ?  (Un graf G este k-colorabil daca exista o atribuire de intregi 1, 2, ... k, reprezentind culori, pentru nodurile din G, astfel incit nu exista doua noduri adiacente de aceeasi culoare. Numarul cromatic al lui G este cel mai mic k pentru care G este k-colorabil.)


6.	Exista o multime de noduri de feed-back intr-un graf orientat ?


7.	Exista o multime de arce de feed-back intr-un graf orientat ?


8.	Exista un ciclu hamiltonian intr-un graf orentat ?


9.	Fiind data o familie de multimi S1, S2, ... Sn, exista o subfamilie de k multimi Si1, Si2, ... Sik, astfel incit


					 �embed Equation.2 ��� ?


10.	Fiind data o familie de multimi S1, S2, ... Sn, exista o acoperire de multimi formata dintr-o subfamilie de multimi disjuncte ?


11.	Problema izomorfismului subgrafurilor: este un graf neorientat G izomorf cu un subgraf al unui alt graf neorientat G’ ?


12.	problema Knapsack: Fiind data secventa de intregi S = i1, i2, ... in si un intreg k, exista o subsecventa a lui S a carei sume este exact k ?


13.	Problema comis-voiajorului: Fiind dat un graf cu ponderi intregi si un intreg k, sa se gaseasca un ciclu care include toate nodurile si a carui suma a arcelor (ponderilor) sa fie maximum k.


14.	Problema partitiei: Dindu-se o multime de intregi, se cere partitionarea ei in doua submultimi astfel incit sumele numerelor din fiecare submultime sa fie egale.


15.	Problema planificarii taskurilor: Dindu-se un “deadline” si o multime de taskuri de lungimi variabile, ce trebuie executate pe doua procesoare identice, se pot aranja aceste taskui in asa fel incit “deadline” sa fie respectat ?





Cum se poate evita complexitatea?


- algoritm polinomial dar suboptimal; rezulta o solutie apropiata de cea mai buna


- se foloseste direct algoritmul exponential daca dimensiunea intrarii nu este mare


- algoritm exponential cu euristici





Exista un gap intre problemele de complexitate polinomiala si exponentiala ce nu este acoprit de teorie: ce se poate spune despre probleme de tip NlogN sau �EMBED Equation.2 \s  \* mergeformat���








